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北 京 交 通 大 学

2017-2018-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一．选择题（每小题 3分，满分 15分）（请把答案填在答题纸上）．

1．若混合积 ( ) 2     ，则混合积[( - ) ( - )] ( - )        A ．

（A）0 （B）2 （C） 2 （D）4

2． 1 2 3 4(0, 2,1,0), (2,0, 1, 3), (1, 3,1, 3), (1,1,0, 2)        的一个最大无关组是 C ．

（A） 1 2 3 4, , ,    （B） 2 3 4, ,   （C） 1 2 4, ,   （D） 1 4, 

3．设 A是m n 矩阵，B是n s 矩阵，若 ,A B均非零且满足 0AB  ，则必有 C ．

（A） A的行向量组线性相关，B的行向量组线性相关

（B） A的行向量组线性相关，B的列向量组线性相关

（C） A的列向量组线性相关，B的行向量组线性相关

（D） A的列向量组线性相关，B的列向量组线性相关

4．方程 2 2 2 2 4 +1=0x y z xy xz    在 3R 中表示的图形是 D ．

（A）椭球面 （B）单叶双曲面 （C）椭圆柱面 （D）双叶双曲面

5．下面四个矩阵中不能与对角阵相似的是 B ．

（A）
1 0
3 2
 
 
 

（B）
1 0
1 1
 
 
 

（C）
1 3
0 2
 
 
 

（D）
1 3
3 2
 
 
 

二．填空题（每小题 3分，满分 15分）（请把答案填在答题纸上）．

1．若 , ,   为单位向量，且 0     ，则          【
3
2

 】．

2．若2阶方阵 A有特征值1 2，，则行列式
2-3A A 【 4 】．

3．若实二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 2 2 4f x x x x x x kx x x x x x      正定，则k 的取值

范围是【
4 0
5

k   】．

4．设 A是n阶方阵，
1
4

A  ．若 *A 是 A的伴随矩阵，则
1 *1( ) 4

2
A A  【 4 3n 】．

5．设 233  || A ，将 A列分块为 1 2 3[ , , ]A A A ，则行列式 3 1 2 32 2 2A A A A 【 16 】．
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三．(10分) 计算n阶行列式

2 2 2 ... 2 2
2 2 2 ... 2 1
2 2 2 ... 1 1

2 2 1 ... 1 1
2 1 1 ... 1 1

d 
     

解：将第一行-1 倍加到其它各行

2 2 2 ... 2 2 2 2 2 ... 2 2
2 2 2 ... 2 1 0 0 0 ... 0 1
2 2 2 ... 1 1 0 0 0 ... 1 1

2 2 1 ... 1 1 0 0 1 ... 1 1
2 1 1 ... 1 1 0 1 1 ... 1 1

d


 

 

  
   

            …5分

( 1)( 2) ( 1)
1 2 2

0 0 0 ... 0 1
0 0 0 ... 1 1
0 0 0 ... 1 1

2 2( 1) ( 1) 2( 1)

0 1 1 ... 1 1
1 1 1 ... 1 1

n n n n
n

  



 
 

     

   
    

      ． …10分

解法二） 相邻两行相减

( 1)( 2) ( 1)
12 2

2 2 2 ... 2 2 0 0 0 ... 0 1
0 0 0 ... 0 1 0 0 0 ... 1 0
0 0 0 ... 1 0 0 0 0 ... 0 0

2

0 0 1 ... 0 0 0 1 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0 1 0 0 ... 0 0

2( 1) ( 1) 2( 1)
n n n n

n

d

  



 


 

 
 

    

           
…10分

四（10分）求过点 (2,1, 3)M ，且与直线
1 1:

3 2 1
x y zl  

 


垂直相交的直线方程．

解：设所求直线方向向量为{ , , }s p q ，则有

3 2 0
2 ( 1) 1 1 3 0

0
3 2 1

s p q

s p q

  
    
 
 

………6分

解得 2 , 4s p q p    ．所求直线方程为
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2 1 3
2 1 4

x y z  
 

 
． ………10分

五．（10分） 已知平面 垂直于 1 : 5 3 2 0x y z     ，并与 1 的交线落在 xoy平面上，求 ．

解：由题意， 过 1 与 xoy的交线
5 3 2 0

:
0

x y z
l

z
   




．

可设 的方程为5 3 2 0x y z z     ， …4分

由 垂直于 1 ，得
35
3

   ． …8分

 的方程

15 3 26 6 0x y z    ． …10分

六．（10分）三阶阵 , ,A B X 满足BX AB ，其中

1 0 0 1 1 1
0 1 0 , 0 1 0
0 0 1 0 0 1

A B
   
        
       

，

试求
nX （n是自然数）．

解：由BX AB 得，
1 1, n nX B AB X B A B   ． …3分

由
1

1 1 1
0 1 0
0 0 1

B B

 
    
  

，知

1

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 2 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

X B AB BAB

         
                     
                 

因
是奇数

是偶数
n A n

A
I n


 


，故

-1
-1

-1 -2 0
0 1 0 ,

=
0 0 -1

,

是奇数

是偶数

n n B AB X n
X B A B

I n

  
        

 


． …10分

七．（12分）当实数a为何值时，线性方程组

1 2

2 3

3 4

1 4

1
1
0
0

x ax
x ax

x ax
ax x

 
   


 
  
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（1）无解；（2）有惟一解；（3）有无穷多组解？此时写出它的所有解（用向量组表示）．

解：将原方程组的增广矩阵化为阶梯形：

4 2

1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

a a
a a

a a
a a a a

   
       
   
           

…3分

（1）当 41 0a  时，即 1a   时，原方程组有唯一解． …6分

（2）当
4 21 0, 0a a a     时，即 1a  时，原方程组无解． …7分

（3）当
4 21 0, 0a a a     ，即 1a   时，方程组有无穷多组解．此时

1 0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

a
a

a
a

   
        
   
      
   

原方程组的一个特解是 0

0
1
0
0



 
  
 
  
 

，导出组的基础解系是

1
1
1
1



 
 
 
 
  
 

．

原方程组的一般解是 0 (k k  任取）． …12分

八．（12分）实对称阵 33A 的各行元素之和为3．向量

1 0
2 , 1
1 1

   
      
      

是方程组 0Ax  的两个解．

（1）求 A的特征值和特征向量；（2）求正交阵 P 使 TP AP为对角阵；（3）求矩阵 A．

分析：其实直接设出 A的元素，用已知条件直接求得

1 1 1
1 1 1
1 1 1

A
 
   
 
 

．

解：（1） A的各行元素之和为 3，可推出 1

1
1
1


 
   
 
 

是 A的属于特征值 3的特征向量；

向量

1 0
2 , 1
1 1

   
      
      

是方程组 0Ax  的两个解，推出 2 3

1 0
2 , 1
1 1

 
   

        
      

是 A的属于特征值 0

的特征向量．
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所以 A的全部特征值是 3，0，0．

A的属于特征值 3的全部特征向量是 1 ( 0)k k  ；

A的属于特征值 0的全部特征向量是 2 3 ( ,k l k l  不全为零）． …6分

（2）将 1

1
1
1


 
   
 
 

单位化得 1

1
1 1
3 1


 
   
 
 

，将 2 3

1 0
2 , 1
1 1

 
   

        
      

正交化得

3 2
2 3 3 2

2 2

1 0 1 1
( , ) 3 12 , 1 2 0
( , ) 6 2

1 1 1 1

 
   

 

         
                    

               

，单位化得

2 3

1 1
1 12 , 0
6 21 1

 
    

       
      

．

令 1 2 3

1 1 1
3 6 2
1 2[ , , ] 0
3 6
1 1 1
3 6 2

P   

  
 
 
 

   
 
 
 
 

，则

3
0

0

TP AP
 
   
 
 

． …10分

（3）由上，知

3 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1

TA P P
   
       
   
   

． …12分

九．（6分）设 A是m n 矩阵，B是n s 矩阵．若 ( )r A n ，证明： ( ) ( )r AB r B ．

证：只需证明方程组 0ABX  与 0BX  同解．

显然 0BX  的解都是 0ABX  的解．

反过来，任取 0ABX  的一个解 ，即 0AB  ．

由 ( )r A n ，知 0B  ，从而 是 0BX  的解． …6分
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北 京 交 通 大 学

2018-2019-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、选择题（本题满分 15 分，共有 5道小题，每道小题 3分）

1．设

















353
022
001

A ， *A 为 A的伴随矩阵，则 1*)(A 【 】．

（A） A； （B） 1A ； （C） A6 ； （D） A16 ．

解：因为 EAAA ||*)(  ，所以， EAAA  *)(|| 1 ，

故， AAAA 111 6||*)(   ．

2．设 A ,B均为n阶可逆阵，且 EBA  2)( ，则   11)( BAE 【 】．

（A） BBA )(  ；（B） 1 ABE ； （C） )( BAA  ；（D） ABA )(  ．

解：由已知，得 EBABBAA  )()( ，或 EBAABABAA   )()( 1 ，

即 EBAABAE   )()( 1 ，因此， )()( 11 BAABAE   ．

3．设有两向量组 ),,(),,,(),,,(:)( 333231323222121312111 aaaaaaaaa  I 和向量组

),,,(),,,,(),,,,(:)( 343332313242322212141312111 aaaaaaaaaaaa  II ．则下述命题

正确的是【 】．

（A） )(I 相关 )(II 相关； （B） )(I 无关 )(II 无关；

（C） )(II 无关 )(I 无关； （D） )(II 相关 )(I 无关．

解：由向量组线性相关性：整体无关，则部分即无关；

整体相关，则减维亦相关。

因此， )(II 相关 )(I 相关，其逆否命题，即为（B）．

4．设 A是n阶方阵，对齐次线性方程组 0:)( xAnI 和 0:)( 1  xAnII ，现有 4个命题：

①、 )(I 的解必是 )(II 的解， ②、 )(II 的解必是 )(I 的解，

③、 )(I 的解未必是 )(II 的解， ④、 )(II 的解未必是 )(I 的解．

以上命题中正确的是【 】．

（A）①、②； （B）①、④； （C）③、④； （D）②、③．
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解： )(I 的解必是 )(II 的解，即①必然成立．

仅需证明 01  xAn 的解必然是 0xAn 的解即可（或 )()( 1 nn ARAR  亦可）．

利用反证法：假设 01  xAn ，但 0xAn ，

考虑向量组：  nAAA ...,2 ，，， 的线性相关性，即若

0...2
210   n

nAkAkAkk ，

用 nA 左乘上式两边，得

0...1
2

1
10    nn

n
nnn AAkAAkAkAk ，

得 00 nAk ，因此 00 k ．

类似地，用 1nA 左乘上式两边，得 01 k ，．．．．．．

以此类推，最后会得到 0...210  nkkkk ，即  nAAA ...,2 ，，， 线性无相．

但这 1n 个n维向量组显然相关（向量个数大于维数），矛盾．

假设不成立．因此 01  xAn 的解必然是 0xAn 的解．所以②亦成立．

5．已知  ,,,, 2121 均为 3维列向量，且行列式

3,,,,,,,, 22122111   ，

则行列式  2121 2,,2  【 】．

（A）18； （B） 36； （C）54； （D）72．

解： 21212121 2,,22,,2  







,,4,,2,,4,,2

,2,2,2,2

2,,22,,2

22122111

212211

212211







36312  ．

二、填空题（本题满分 15 分，共有 5道小题，每道小题 3分）

1．设点 )3,,( baA 、 )0,,( abB 、 )1,1,1( C 共线，则  ba ． 0

解：由已知，得

13
03

11 










b
ab

a
ba

，
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整理得 033  ba ，故 0 ba ．

2．已知  , 均为 3 维列向量，且满足    TT 4,2,1,5,13,123   ，则内积

),(  ． 1

解：由    TT 4,2,1,5,13,123   ，得

     TTT 3,9,34,2,125,13,13  ，

所以，  T1,3,1  ，且 1461),(  ．

3．设线性方程组












03
02
022

321

321

321

xxx
kxxx
xxx

的系数矩阵为 A，B为 3阶方阵．已知 0B ，

且 0AB ，则k = ． 1

解：由已知，知 3)( AR ．

又











































k
kkA
100

1050
221

113
12

221
，故 1k ．

4．已知 T)3,2,1(  是矩阵




















13
22
123

b
aA 的一个特征向量，则  ba ．

解：  A ，所以， 9,2,4  ba ．故 7 ba ．

5．已知实二次型 3221
2
3

2
2

2
132,1 2224),( xxxaxxxxxxxf  是正定的，则常数a的取值范

围是 ．
2
7

2
7

 a

解： TxAxf  ,


















210
14
01

a
a

A ，计算得

011 A ， 04
4

1 2
2  a

a
a

A ， 027
210
14
01

|| 2
2  aa

a
AA ，

整理得：
2
7

2
7

 a ．
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三、（满分 10分）计算n阶行列式值：

nn

nn

nn

nn

n

axaaa

aaaa
aaaxa
aaaax

D
















121

121

121

121








解：利用行列式基本性质，有

nn

nn

nn

nn

n

k
k

nn

nn

nn

nn

n

axaa

aaa
aaax
aaa

ax

axaaa

aaaa
aaaxa
aaaax

D

































12

12

12

12

1

121

121

121

121

1

1
1
1

)(















)(

1

)(
1

1

12

1










n

k
k

n

nn

n

k
k axx

x

x
aaa

ax

000

0000
000








．

四、（满分 10分）问 ,a b为何值时，非齐次线性方程组

















bxxxx
xaxxx
xxxx
xxxx

4321

4321

4321

4321

6
1237
1624
023

无解，有惟一解，有无穷多解？并在有无穷多解的情况下，写出它的

所有解（用导出组基础解系表示）。

解：将原方程组的增广矩阵化为阶梯型：





















































20000
00800
311020
10411

1611
1237
11624
01213

b
a

b
a

A ---2 分

1、当 2b 时， )()( ARAR  ，原方程组无解；

2、不论 ,a b取何值时，原方程组都没有唯一解； ---6 分

3、当 2, 8b a    时，原方程组有无穷解：原方程组等价于
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







3102
122

432

431

xxx
xxx

一般解是

2121 ,,

0
0
3
1

2
1

2
0
1
1

0
1
5
1

kkkk




























































任取 ---8 分

4、当 2, 8b a    时，原方程组有无穷解：原方程组等价于















0
32
12

3

42

41

x
xx
xx

一般解是

22 kk ,

0
0
3
1

2
1

2
0
1
1








































任取 ---10 分

五、（满分 10分）已知平面 过 0132:1  zyx 与 0:2  zyx 的交线，且与 2 垂直，

求此平面 的方程．

解：设过平面 1 与 2 交线的平面束（族）为

0)()132(  zyxzyx  ．

整理，得， 0)()3()2(   zyx

由平面 与 2 垂直，得

0)()3()2(2  nn 
，

解之得， 023   ．

因此，所求平面方程为： 0378  zyx ．

六、（满分 10分）已知直线







0
623

:1 x
zy

L 与







0
33

:2 y
zx

L ，求

1） 1L 与 2L 间的距离；2）过 1L ，且与 2L 平行的平面方程．
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解：1）化 1L ， 2L 的方程为对称式，则有：

1L ：
2

0 2 3
x y z
 


； 2L ：

1
1 0 3

x y z
 


．

则 1L 的方向向量 1 (0, 2,3)s  


， 2L 的方向向量 )3,0,1(2 s ，且有

1 2 0 2 3 ( 6, 3, 2)
1 0 3

i j k
s s      



  
 

，

法一：再取 1L 的点 )3,22,0( 111 ttM  ， 2L 的点 )3,0,1( 222 ttM  ，

由题意，应有

2121 // ssMM  ，

即
2
33

3
22

6
1 1212 tttt 







，解得，
49
23,

49
31

21  tt ，

故此， )
49
93,

49
36,0(1M ， )

49
69,0,

49
72(2M ，

7
12),(),( 2121  MMdLLd ．

法二：取 1L 上点 1 (0, 2,0)M ， 2L 上点 2 ( 1,0,0)M  ；则有

1 2, 1 2

1 2 0
( , ) 0 2 3 12 0

1 0 3
M M s s

 
   


  
，

即 1L 与 2L 是异面直线．

又 1 2 0 2 3 ( 6, 3, 2)
1 0 3

i j k
s s      



  
 

，

从而， ),( 21 LLd
1 2, 1 2

1 2

( , ) 12
7

M M s s

s s




  

  ．

2）所求平面的法向量为 1 2 ( 6, 3, 2)s s    
 

．

又点 1M 在所求平面上，故所求平面方程为：

6( 0) 3( 2) 2( 0) 0x y z       ，

或 6 3 2 6 0x y z    ．
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七、（满分 10分）求一个正交变换 PYX  ，将下列二次型化为标准形

  323121
2
3

2
2

2
1321 844552,, xxxxxxxxxxxxf  ，

并指出 1),,( 321 xxxf 是何二次曲面．

解：1）二次型矩阵为





















542
452
222

A ，

2） A的特征多项式

)10()1(
542
452
222

)det( 2 





 




 EA ，

所以， 10,1  321  ．

 将 11  代入到齐次方程组   0 XEA  ，有

 














 























000
000
221

442
442
221

EA ，得基础解系


































1
0
2

0
1
2

1 2 ， ，

正交化，令 T)0,1,2(11  ， T)5,4,2(
5
1

),(
),(

 1
11

12
22 


 ，

 将 103  代入到齐次方程组   0 XEA  ：

 






































000
110
102

542
452
228

EA 10 ，得基础解系



















2
2
1

3 ，

 单位化，

















0
1
2

5
1

|||| 1

1
1 

 ；

















5
4

32

2
2

2

5
1

|||| 
 ；




















2
2

3
1

|||| 3

3
3

1


 ．

3）令  321 ,, P ，则由正交变换 PYX  ，得 2
3

2
2

2
1 yyyf 10 ．

且， 1),,( 321 xxxf 是（旋转）椭球面．

八、（满分 10分）设 )1,2,1,1(),5,3,1,1(),3,2,0,1( 321  a ，

)8,4,2,1(4  a , )5,3,1,1(  b ，问： ba, 为何值时？

1） 不能表示成 4321 ,,,  的线性组合；
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2） 可由 4321 ,,,  惟一线性表示，并写出该表示式．

解：   ,,,, 4321



















































01000
0100

12110
01201

58153
34232

12110
11111

a
ba

a
ba

，

1）当 0,1  ba 时，     ,,,,32,,, 43214321 RR  ，

因此，  不能被 4321 ,,,  线性表出．

2）当 1a 时，     4,,,,,,, 43214321   RR ，

 可由 4321 ,,,  惟一线性表示，且由

  ,,,, 4321




























01000
0100
0010
0001

1

1
1

1
2

a
b
a
ba
a
b

，

即， 4321 0
11

1
1

2  












a
b

a
ba

a
b

．

九、（满分 10分）

1）设  , 为线性相关的 3维列向量，矩阵 TTA   ，证明： 2)( AR ；

2）设





















113
34
221

tA ，B为 3阶非零阵，且 OAB  ，求 t的取值范围．

解：1）由  , 为线性相关，不妨令  k ，则 TTT kkkA  )1())(( 2

因此， 21)()(  TRAR  ．

2）由B为 3阶非零阵，知 1)( BR ，再由 OAB  ，得 3)()(  BRAR ，

所以， 3)( AR ，即 0det A ，而








































030
110
001

113
34
221

t
tA ，

因此， 3t ．
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北 京 交 通 大 学

2019-2020-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 30 分，共有 10道小题，每道小题 3 分）

1、设 0
94
32

111

2


x
x ，则 x需满足【 C 】．

（A） 2x （B） 3x （C） 2x 且 3x （D） 2x 或 3x ．

解： ))(())()(( 231223  xxxxD ．

2、设 BA, 均为n阶方阵，则下列结论中，正确的是【 C 】．

（A） OAOAB  或 OB  （B） 0||  AOA

（C） 00  |||| AAB 或 0|| B （D） 2||2  AIA ．

3、设 A是 3阶方阵，
3
1

A ， *A 是 A的伴随矩阵，则    *23 1 AA 【 B 】．

（A）1 （B）3 （C）6 （D）9．

解：   132
3
12323 23111   ||**
||

** AAA
A

AAAA ．

4、已知 21321  ,,,, 均为 4维列向量，  1321  ,,,A ，  2213  ,,,B ，且

32  ||,|| BA ，则行列式  || BA 【 B 】．

（A）5 （B）10 （C）12 （D） 24．

解：    




















1000
0101
0110
0011

2132121322131  ,,,,,,BA ，

所以，

1000
0101
0110
0011

21321   ,,,BA   102  |||| BA ．

5、设 为 n维实列向量，
T a   ．记   TA I b （ I 为 n阶单位矩阵，

T 为 的转置矩阵，b

为实数）．则 A为正交矩阵当且仅当【 D 】．
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（A） 0ab （B） 2ab （C） 02  )(abab （D） 02  )(abab ．

解：由   TA I b ，知

2 2( )( ) 2 ( 2 )        T T T T T TAA I b I b I b ab I ab b     ．

因此， A为正交矩阵 TAA I

2( 2 ) 0 ( 2) 0     Tab b ab ab ．

6、设三维向量组  ,, ，则   ,, 的相互关系是【 A 】．

（A）共面 （B）共线 （C）共点 （D）既不共线也不共面．

解： 0 )()()( 

  ,, 线性相关   ,, 共面．

7、设直线







03102
0123

:
zyx
zyx

L 及平面 0224:  zyx ，则【 C 】．

（A） L平行于 （B） L在 上 （C） L垂直于 （D） L与 斜交．

解：对于直线







03102
0123

zyx
zyx

L : ，

令 0z ，得
7
1

7
10




 yx , ；令 0x ，得
14
5

7
4




 zy , ．

故，
1
14
5

2
7
4

4
0 







 zyxL : ，显然 L垂直于 ．

8、若 2阶方阵 A相似于
1 0
2 3

 
 
 

， I 为 2阶单位矩阵，则 A I 相似于【 B 】．

（A）
0 1
1 2
 
 
 

（B）
2 2
0 0
 
 
 

（C）
0 0
1 1
 
 
 

（D）
0 2
2 2

 
 
 

．

解： A的特征值为 1、3，因此 IA  的特征值必为 0、2，

显然 0 )det( IA ，因此，A、D选项不对；

C选项的特征值为 0、1；B的特征值为 0、2，因此，选 B．

——这是简单的解法，当然，硬求特征值也可以．

9、曲线







0
14 22

z
yx

围绕 y轴旋转一周所围成的曲面是【 A 】.

（A）单叶双曲面 （B）双叶双曲面 （C）抛物面 （D）柱面．
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解：曲线







0
14 22

z
yx

围绕 y轴旋转一周所围成的曲面是： 144 222  yzx ．

注：基本口诀：绕着哪个轴转，那个量就不变．

10、若二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 3 2 2 2 2f x x x x x x kx x x x x x      的秩为 2 ，则 k 的值为

【 B 】．

（A）1 2 （B） 1 2  （C） 1+ 2 （D） 1 2  ．

解：


































































1200
110
111

230
120
111

111
12
13

2 kk
k

k
kkk

k
A ，

210122 2  kkkAR )( ．

二、选择题（本题满分 20 分，共有 5 道小题，每道小题 4 分）

1、二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 2 (1 ) 2 2f x x x x x k x kx x x x      正定二次型，则 k应满足【 C 】．

（A） 0k  （B） 2 0k   （C） 1 0k   （D）0 1k  ．

解：二次型矩阵为

1 1
2 0

1 0 1

k
A k

k

 
   
  

，二次型正定当且仅当它的矩阵的各阶顺序主子式大于 0．

即，
2 3 2

1 1
1

1 1 0, 2 0, 2 0 2 0.
2

1 0 1

k
k

k k k k k
k

k
        


解得 1 0.k  

2、已知矩阵

0 0 1
1

1 0 0
A a b

 
   
 
 

，则 A可相似对角化当且仅当【 A 】．

（A） 0a b  （B） 1a b  （C） 0a b  （D） 1a b 

解
2

0 1
1 ( 1) ( 1)

1 0
E A a b


   




       


，所以， A有特征值：1（二重），-1.

因为 A可以对角化，所以，对应于特征值 1的线性无关的特征向量有 2个．

故， 1 )( AIR ．

由

1 0 1 1 0 1
0 0 0

1 0 1 0 0 0

    
            
      

I A a b b a ，知 0a b  ．
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3、已知























163
22
123

kA ，

















3
2
1

 是 A的特征向量，则 k 【 B 】．

（A） 2 （B） 2 （C）4 （D） 4 ．

解：设是矩阵 A的对应于 的特征值，则




























































3
2
1

12
10
4

3123
64
343

 kkA ．

所以， 4 ， 2k ．

4、设 ,A B是n阶方阵， I为n阶单位矩阵．若
2( )AB I ，则【 D 】．

（A） AB I 或 AB I  （B） 1A B 

（C） AB BA （D） 2( )BA I ．

解：若令 



















1
1

1
1

BA , ，则 A、B均不成立；

若令 



















1
21

1
1

BA , ，则 





















1
21

1
21

BAAB , ，即 C不成立；

由已知，有 BBABABABABBBIB 22 )()(  ，

易知， BAABAB ,,, 均可逆，因此，
2( )BA I ，即 D成立．

5、在平面 x y z   2 0与 x y z   2 1 0的交线上有一点M ，其到平面 x y z   2 1 0和

x y z   2 3 0的距离相等．则M 的坐标是【 D 】．

（A） ),,( 113 （B） ),,( 123 （C） ),,( 232 （D） ),,( 013  ．

解：由题意，点M 的坐标 ),,( zyx 是如下方程组的解：













012
012
02

zyx
zyx
zyx

，

再由



































0100
1010
3101

1121
1121
2111

),( bA ，

易求得 013  zyx ,, ．故选（D）．
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三、（满分 10分）计算三对角型行列式：


















nD ．

解：利用数学归纳法：

1） 



1

0

1
1

i

iiD  ； 








2

0

222
2 1 i

iiD 



；

2）假设 



k

i

iki
kD

0
 ， )( nk  ，则











 

1

0

1

0
11

k

i

iki
k

i

iki
kkk DDD  )()(














 
1

0

1

0

1

0

1
k

i

iki
k

i

iki
k

i

iki 










 
1

0

1

0

11
k

i

iki
k

i

ikik  ．

综合上述，有












 





 .,

,,)(






 11

1

0

1
1

nn

n
n

i

ini
n

n
D

注：仅求出当   时，
n

n nD )( 1 ． ——给 4分．

四、（满分 10分）直线 1L ， 2L 的方程分别为： 1L ：
1

2 3
0

y z

x

  

 

与 2L ：
1

3
0

zx

y

   

 

，

1）求 1L ， 2L 间的距离；2）求过 1L 且与 2L 平行的平面方程．

解：1）化 1L ， 2L 的方程为对称式，则有：

1L ：
2

0 2 3
x y z
 


； 2L ：

1
1 0 3

x y z
 


．

取 1L 上点 1 (0, 2,0)M ， 2L 上点 2 ( 1,0,0)M  ；

1L 的方向向量 1 (0, 2,3)s  


， 2L 的方向向量 )3,0,1(2 s ．

则有 1 2, 1 2

1 2 0
( , ) 0 2 3 12 0

1 0 3
M M s s

 
   


  
，从而 1L 与 2L 是异面直线．
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又 1 2 0 2 3 ( 6, 3, 2)
1 0 3

i j k
s s      



  
 

，从而，

1L 与 2L 的距离为
1 2, 1 2

1 2

( , ) 12
7

M M s s

s s




  

  ．

2）所求平面的法向量为 1 2 ( 6, 3, 2)s s    
 

．又点 1M 在所求平面上，

故所求平面方程为： 6( 0) 3( 2) 2( 0) 0x y z       ，

或 6 3 2 6 0x y z    ．

注：1）取 2L 上任意点 ),,( 22 301 ttN  ，将其代入 1L 的方程组中，有

3
3

2
20

0
1 tt








，

无解，因此 1L 与 2L 不相交，显然， 1L 与 2L 也不平行．因此， 1L 与 2L 不共面．

2）取 1L 上任意点 ),,( 11 3220 ttM  ， 2L 上任意点 ),,( 22 301 ttN  ，由

21 sMNsMN   ,

有






033322011
033322210

1212

1212

)()()(
)()()(

tttt
tttt

解得
49
23

49
31

21  tt , ，得公垂线的垂足分别为

),,(
49
108

49
360M 、 ),,(

49
690

49
72N ，

亦可，求得．

五、（满分 10分） ),,,,(),,,,(),,,,( 121153113201 321  a ),,,( 84214  a ，

),,,( 5311  b ，求：

1） ba, 为何值时，  不能表示成 4321 ,,,  的线性组合？

2） ba, 为何值时，  可由 4321 ,,,  惟一线性表示．

解：   ,,,, 4321



















































01000
0100

12110
01201

58153
34232

12110
11111

a
ba

a
ba

，

1）当 0,1  ba 时，     ,,,,32,,, 43214321 RR  ，

因此，  不能被 4321 ,,,  线性表出．

2）当 1a 时，     4,,,,,,, 43214321   RR ，
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因此，  可由 4321 ,,,  惟一线性表示．

3）当 0,1  ba 时，     4243214321   ,,,,,,, RR ，

因此，  能被 4321 ,,,  线性表出，且表示法不惟一．

六、（满分 10 分）已知

1 0 2
2 1 5
1 0 3

 
   
   

A
a

不可逆，又矩阵




















21
43
32

cb
B ，使得矩阵方程

BAX  有解．

1）求 cba ,, 的值；

2）求 X ．

解：将矩阵方程的增广矩阵，化为阶梯形：







































13100
21110
32201

21301
43512
32201

cbacba
BA ),( ，

1）由 A不可逆，得 1a ；

再由矩阵方程 BAX  有解，知 2 )(),( ARBAR ，得 13  cb , ．

所以， 1a ， 13  cb , ．

2）
















00000
21110
32201

),( BA ，

不妨令 ),( 21 B ，则

1Ax 的解为





































1
1
2

0
1
2

11 kX ；

2Ax 的解为





































1
1
2

0
2
3

22 kX ．

其中， 21 kk , 为任意常数．

故矩阵方程的解





















21

21

21

21 21
2322

kk
kk
kk

XXX ),( 或





































21

21

21 22

00
21
32

kk
kk
kk

X ．

七、（满分 10分）已知三元二次型
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2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 5 3 2 6 6f x x x x x x x x x x x x      ．

1）用正交变换 X TY 化二次型为标准形，并写出相应正交矩阵T ；

2）指出方程 1 2 3( , , ) 1f x x x  表示何种二次曲面．

解：1）二次型矩阵为

5 1 3
1 5 3
3 3 3

A
 

    
  

，有特征多项式

5 1 3
1 5 3 ( 4)( 9)
3 3 3

A E


    


  
          
   

解得特征值为 1 2 34, 9, 0     ．

对应三个特征值解得三个两两正交的特征向量

1 2 3

1 1 1
1 , 1 , 1
0 1 2

  
     

             
     
     

；

将它们单位化为

1 2 3

1 1 1
1 1 11 , 1 , 1
2 3 60 1 2

  
     

             
     
     

；

作矩阵

1 1 1
2 3 6
1 1 1
2 3 6

1 20
3 6

T

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，则T 是正交矩阵．

经正交变换 X TY ，可将二次型化为

2 2
1 24 9 .f y y 

2） 1 2 3( , , ) 1f x x x  可化为

2 2
1 2

2 2 1
1 1
2 3

y y
 

   
   
   

．它是一个椭圆柱面．
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北 京 交 通 大 学

2020-2021-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 30 分，共有 10道小题，每道小题 3 分）

1、行列式 0

1121
1121
1121
1121








x
x

x
x

，则 x满足【 C 】．

（A） 20  xx , （B） 0x 或 2x

（C） 10  xx , （D） 0x 或 1x ．

解：

1121
1121
1121
1121

1

1121
1121
1121
1121













x
x

x

x

x
x

x
x

)(
聚

31

0001
001
001

001

1 xx
x

x
x

x )()(  ．

2、已知行列式 4

1 2 3 4
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

D  ， ijM 是 ija 的余子式， ijA 是 ija 的代数余子式，则

11 12 13 142 3 2A M M A    【 A 】．

（A）6 （B） 6 （C）12 （D） 12 ．

解： 11 12 13 142 3 2A M M A   

1004
0103
0012
1232 

（箭型） 6

1000
0100
0010
1236





 ．

3、函数

x
x

x
xf

41
52

13 
)( 在 y轴上的截距为【 C 】．

（A） 60 （B）60 （C） 65 （D）65．

解： 6545 2  xxxf )( ．

4、若 2
12
10
13


z
y
x

，则 





513
516
1026 zyx

【 B 】．
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（A） 60 （B）60 （C） 120 （D）120．

解： 60
111
203325

513
516
53

2
513
516
1026











 zyxzyxzyx

))(( ．

5、设 A是 3阶方阵，
4
1

A ， *A 是 A的伴随矩阵，则    *34 1 AA 【 B 】．

（A） 2 （B） 4 （C）8 （D）16．

解：   443
4
13434 23111   ||**

||
** AAA

A
AAAA ．

6、已知














,)(
,)(
,)(

1542
2452
1222

321

321

321






xxx
xxx
xxx

有唯一解，则满足【 D 】．

（A） 1 （B） 10 （C） 1 或 10 （D） 1 且 10 ．

解： bAx  有唯一解 A可逆 A非奇异阵 0)det( A ．

)()( 101
52

010
942

542
452
222

2 










 









A ．

7、

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

a b a b a b
a b a b a b

A

a b a b a b

 
 
 
 
 
  




   


，其中 0, 0i ia b  ,( 1,2, ,i n  ), 则 )(AR =【 C 】．

（A） nAR )( （B） 1 nAR )( （C） 1)(AR （D） 0)(AR ．

解： TA  ，故 1)( AR ，再由 0, 0i ia b  ，知 1)( AR ，故 1)( AR ．

8、三点  3,, baA ，  0,, abB ，  1,1,1 C 共线，则a，b分别为【 B 】．

（A） 33  ba , （B） 33  ba , （C） 33  ba , （D） 33  ba , ．

解： A、B、C共线
2
3

11 











b
ba

a
ab

ACAB // 3,3  ba ．

9、曲线







0
14 22

x
zy

围绕 y轴旋转一周所围成的曲面是【 B 】．

（A）单叶双曲面 （B）双叶双曲面 （C）抛物面 （D）柱面．

解：曲线







0
14 22

x
zy

围绕 y轴旋转一周所围成的曲面是： 14 222  xzy ．
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注：基本口诀：绕着哪个轴转，那个量就不变．

10、二次型
2
4323121

2
3

2
2

2
14321 542244),,,( xxxxxxxxxxxxxxf   正定，则【 C 】．

（A） 2 （B） 1 （C） 12   （D） 2 或 1 ．

解：二次型的矩阵

























5000
0421
024
011




A ，

011 P ， 04
4

1 2
2  




P ， 0448
421
24
11

2
3 




 


P ，

05 34  PAP ，

整理，得






12
22




， 即 12   时， f 为正定二次型．

二、选择题（本题满分 20 分，共有 5 道小题，每道小题 4 分）

11、设 nT
n Rxxx  ),...,,( 21 ， 1 T ，令 TIA 2 ．则论述：① A是对称阵；② 2A 是

单位阵；③ A是可逆阵；④ A是正交阵；⑤ A可相似对角化．中正确的个数【 D 】．

① A是对称阵；② 2A 是单位阵；③ A逆阵；④ A是正交阵；⑤ A可相似对角化．

（A） 2 （B）3 （C） 4 （D）5．

解： AIIIA TTTTTT   222 )()( ；

IIIIA TTTTTT   422222 ))(( ．

12、设向量组 ),,,(),,,,(),,,,(),,,,(),,,,( 73241011310221115213 54321   ，则

其秩为【 B 】．

（A）1 （B） 2 （C）3 （D） 4．

解：  54321 ,,,, A ——竖起来写，不要拘泥











































00000
00000
12110
11101

71325
30112
21011
41213

， 显然， 2)(AR ．

13、已知























163
22
123

kA ，

















3
2
1

 是 A的特征向量，则 k 【 B 】．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 25 页 共 54 页 可能有笔误，请谅解

（A） 2 （B） 2 （C）4 （D） 4 ．

解：设是矩阵 A的对应于 的特征值，则




























































3
2
1

12
10
4

3123
64
343

 kkA ．

所以， 4 ， 2k ．

14、向量组 4321  ,,, 线性无关，则下列向量组中线性无关的是【 C 】．

（A） 14433221   ,,, （B） 14433221   ,,,

（C） 14433221   ,,, （D） 14433221   ,,, ．

解： ),,,( 14433221  

















 



1100
0110
0011
1001

4321 ),,,(  ， 而 02

1100
0110
0011
1001





|| K ．

15、在平面 x y z   2 0与 x y z   2 1 0的交线上有一点M ，其到平面 x y z   2 1 0和

x y z   2 3 0的距离相等．则M 的坐标是【 D 】．

（A） ),,( 113 （B） ),,( 123 （C） ),,( 232 （D） ),,( 013  ．

解：由题意，点M 的坐标 ),,( zyx 是如下方程组的解













012
012
02

zyx
zyx
zyx

，

再由



































0100
1010
3101

1121
1121
2111

),( bA ，

易求得 013  zyx ,, ．

三、（满分 10分）计算n阶行列式

2
21

2
2
2212

121
2
11

nnnn

n

n

n

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa

D














．

解：
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nn

n

nnnn

n

n

n

n

aa

aa
aa

aaa

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa
aaa

D















00

00
00

1

0

0
0
1

22

11

21

2
21

2
2
2212

121
2
11

21











散增阶 ... 6分

n

n

k
k

n

n

n

k
k

aaaa

a

a
a

aaaa

...21
12

1

21
1

1

000

000
000

1





























聚
． ...10分

另解：

101

011
1

1

1
1 21

21

21

21

21

21































n

n

n

n

n

nn

aaa

aaa

aaa

aaa
aaa

aaaD ... 6分













 




 n

k
kn

n

n

k
k

n aaaa

aaa

aaa
1

21

2
1

21 1

100

010

1










 ． ...10分

四、（满分 10分）平面 过 0132:1  zyx 与 0:2  zyx 的交线且与 2 垂直，求

的方程．

解：设过平面 1 与 2 交线的平面束（族）为

0)()132(  zyxzyx  ． ... 4分

整理，得 0)()3()2(   zyx ．

由平面 与 2 垂直，得

0)()3()2(2  nn 
． ... 8分

解之得， 023   ．

因此，所求平面方程为： 0378  zyx ． ...10分

五、（满分 10分）列向量组
1(1,2,1) , (1, ,0) , (0,0,8)
2

T T T     ．记 TA  ，, ,T TA B I   

为3阶单位矩阵．1）计算矩阵 2 2 42 16B A A I  ；2）求方程组 2 2 4(2 16 )B A A I X    的

所有解．
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解：1）

11 0
2

2 1 0 , 2
11 0
2

T TA B  

 
 
 

    
 
  
 

． ... 2分

2 4( ) 2 2 , 8T T TA A A A        ，

所以， 2 2 4 2

8 4 0
2 16 8 8 16 8( 2 ) 16 8 0

8 4 16
B A A I A A I A I

 
          
  

． ... 3分

2）方程组 2 2 4(2 16 )B A A I X    等价于
2 1

3 1

2
1
2

x x

x x





 

它有一个特解 T),,(
2
100  ，导出组的基础解系为 T),,( 1211  ，

所求方程组的通解是

0 1
1 0 2 ,
2

1 1
X k k

   
        
   
   

为任意数． ...10分

注：特解不唯一，也可能是 T),,(
2
1211  ， T),,( 01

2
1

2  等等．

非齐次的特解占 2分，齐次的通解占 3分，错了不给分．

六、（满分 10 分）设    TT kk 1,1,02,0,1 21  是齐次线性方程组 0Ax 的通解，又

33 2 A ，其中  T3,2,13  ．求矩阵 A．

解：设  T2,0,11  ，  T1,1,02  ，

由于 2211  kk  是齐次线性方程组 0Ax 的通解，知 21 , 是 0Ax 的解．

又 33 2 A ，则 ),,(),,(),,( 3321321 200   AAAA ， ... 5分

可知， 1
3213200  ),,(),,( A ... 7分

1

312
210
101

600
400
200 





























































































6612
448
224

3
1

112
214
115

3
1

600
400
200

． ...10分
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七、（满分 10分）已知三元二次型 3231
2
3

2
2

2
1 44533 xxxxxxxf  ．

1）用正交变换 CYX  化二次型为标准形，并写出相应正交矩阵C ；

2）指出方程 1f 表示何种二次曲面．

解：1）由 0 || AI ，得特征值 7,3,1 321   ． ... 2分

 将 11  代入到齐次方程组   0 XAI ：

 







































000
110
101

422
220
202

AI ，得基础解系：


















1
1
1

1 ，

单位化，得

















1
1
1

3
1

|||| 1

1
1 

 ； ... 4分

 将 32  代入到齐次方程组   0 XAI ：

 














 























000
100
011

222
200
200

3 AI ，得基础解系：

















0
1
1

2 ，

单位化，得

















0
1
1

2
1

|||| 2

2
2 

 ； ... 6分

 将 73  代入到齐次方程组   0 XAI ：

 














 























000
120
102

222
240
204

7 AI ，得基础解系：
















2
1
1

3 ，

单位化，得
















2
1
1

6
1

|||| 3

3
3 

 ． ... 8分

令  




















202
132
132

6
1,, 321 C ，

则由正交变换 CYX  ，得 2
3

2
2

2
11 73 yyyf  ． ... 8分

2）令 173 2
3

2
2

2
1  yyyf ，则其为椭球面． ...10分
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北 京 交 通 大 学

2022-2023-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 30 分，共有 10道小题，每道小题 3 分）

1、函数

x
x

x
xf

41
52

12 
)( 在 y轴上的截距为【 】．

（A） 45 （B） 55 （C） 65 （D）65．

【解】在 y轴上的截距即 45405
041
520
012

0 


)(f ． 故选（A）．

2、设 A是 3阶方阵，
4
1

A ， *A 是 A的伴随矩阵，则    *34 1 AA 【 】．

（A） 2 （B） 4 （C）8 （D）16．

【解】   443
4
13434 23111   ||**

||
** AAA

A
AAAA ． 故选（B）．

3、设 A为 3阶矩阵，交换 A的第二行和第三行，再将第二列的 1 倍加到第一列，得到矩阵

2 1 1
1 1 0
1 0 0

  
  
  

，则
1A 的迹  1tr  A 【 】．

（A） 1 （B） 2 （C）1 （D） 2．

【解】












































































010
001
111

100
011
001

001
011
112

010
100
001

A ，

因此，






















111
100
010

1A ．故  1 1tr   A ． 故选（A）．

4、

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

a b a b a b
a b a b a b

A

a b a b a b

 
 
 
 
 
  




   


， 0, 0i ia b  ( 1,2, ,i n  )，则 )(AR =【 】．

（A） 1 nAR )( （B） nAR )( （C） 1)(AR （D） 0)(AR ．

【解】由于 TA  ，故 1)( AR ，再由 0, 0i ia b  ，知 1)( AR ． 故选（C）．

5、向量组 4321  ,,, 线性无关，则下列向量组中线性无关的是【 】．

（A） 14433221   ,,, （B） 14433221   ,,,
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（C） 14433221   ,,, （D） 14433221   ,,, ．

解： ),,,( 14433221  

















 



1100
0110
0011
1001

4321 ),,,(  ，而 02

1100
0110
0011
1001





|| K ． 故选（C）．

6、二次型 2
4323121

2
3

2
2

2
14321 542244),,,( xxxxxxxxxxxxxxf   正定，则【 】．

（A） 2 （B） 1 （C） 12   （D） 2 或 1 ．

【解】二次型的矩阵

























5000
0421
024
011




A ，

011 P ， 04
4

1 2
2  




P ， 0448
421
24
11

2
3 




 


P ，

05 34  PAP ，

整理，得






12
22




， 即 12   时， f 为正定二次型． 故选（C）．

7、设 1 2 3 4
2

1 1 1
1 , , 1 ,
1 1


 

 

       
                 
       
       

    ，若向量组 1 2 3, ,   与 1 2 4, ,   等价，则 的取

值范围是【 】．

（A） 0,1 （B） , 2    R

（C） , 1, 2       R （D） , 1    R ．

【解】向量组 1 2 3, ,   与 1 2 4, ,   等价      1 2 3 1 2 4 1 2 3 4, , , , , , , r r r          ．

 1 2 3 4
2

1 1 1
, , , 1 1

1 1


 

 

 
    
 
 

A      
       

2

2

1 1
0 1 1 1

0 0 1 2 1 1

 
   

   

 
 

    
      

．

（1）      1 2 3 1 2 4 1 2 3 41 , , , , , , , 1    r r r           ，等价；

（2）      1 2 3 1 2 4 1 2 3 40 , , , , , , , 3    r r r           ，等价；
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（3）    1 2 3 1 2 41 , , 3, , , 2    r r       ，不等价；

（4）    1 2 3 1 2 42 , , 2, , , 3    r r       ，不等价；

（5）其它时，      1 2 3 1 2 4 1 2 3 4, , , , , , , 3  r r r          ，等价．

故 , 1, 2       R ． 故选（C）．

8、 A和 E A均可逆阵，E为单位阵，若B满足   ABAEE  1)( ，则  B A 【 】．

（A）O （B）E （C） E （D） A ．

【解】由条件得   1  B E A B A，于是   1  B A E A B，因此

由 2AABABABAEB  ))(( ，得

OABEAAABA  )(2 ，

因为 A可逆，所以 OABE  ，故   B A E． 故选（C）．

9、设 A为3阶矩阵，则

















000
010
001

Λ ，则 A的特征值为 101 ,, 的充分必要条件是【 】．

（A）存在可逆矩阵 ,P Q，使得 Q P Q

（B）存在可逆矩阵 P ，使得
1 A P P

（C）存在正交矩阵Q，使得 1 A Q Q

（D）存在可逆矩阵 P ，使得
TA P P ．

【解】有 3个不同特征值， A必可对角化，于是存在可逆矩阵 P ，使
1 A P P ．故选（B）．

10、设矩阵
2

2

1 1 1
1
1

a a
b b

 
   
 
 

A ，

1
2
4

 
   
 
 

b ，则线性方程组 Ax b解的情况为【 】．

（A）无解 （B）有无穷多解或无解

（C）有解 （D）有唯一解或无解．

【解法 1】    1 1b b a a   A ．

（1）当 1a b  时，     3r = r A A b 时有唯一解；

（2）当  1 1b b  或  1 1a b  或 1a= b  时，均有    r < rA A b 无解．
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因此，线性方程组有唯一解或无解． 故选（D）．

【解法 2】   2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 0 1 1 1
1 4 0 1 1 3
a a a a
b b b b

   
         
       

A b ，

（1）若 1a b  ，则     3r r A A b ，此时方程组有唯一解；

（2）若 1a b  ，则    1 2r r  A A b ，此时方程组无解；

（3）若 1a b  ，则    2 3r r  A A b ，此时方程组无解；

（4）若 a b ， 1a  或 a b ， 1b  ，则    2 3r r  A A b ，此时无解．

二、还是单选题（本题满分 20 分，共有 5道小题，每道小题 4分）

11、已知n阶矩阵 CBA ,, 满足 OABC  ，E为n阶单位矩阵．记矩阵 







EBC
AO

， 







EO
CAB

，









OAB
ABE

的秩分别为 321 rrr ,, ，则【 】．

（A） 321 rrr  （B） 231 rrr 

（C） 213 rrr  （D） 312 rrr  ．

答案：（B）．

12、下列矩阵中不能相似于对角矩阵的是【 】．

（A）
















300
220

11 a
（B）

















30
021

11

a

a
（C）

















200
020

11 a
（D）

















200
220

11 a
．

答案：（D）．

13、设向量 ),,(),,,(),,,(),,,( 101952112321 4321   ．若 即可由 21  , 线性表示，也

可由 43  , 线性表示，则  【 】．

（A） R433 kk ),,,( （B） R1053 kk ),,,(

（C） R211  kk ),,,( （D） R851 kk ),,,( ．

答案：（D）．

14、已知






















163
22
123

kA ，
















3
2
1

 是 A的特征向量，则 k 【 】．

（A） 2 （B） 2 （C）4 （D） 4 ．

答案：（B）．

【解】设是矩阵 A的对应于 的特征值，则
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


























































3
2
1

12
10
4

3123
64
343

 kkA ．所以， 4 ， 2k ．

15、二次型 2
32

2
31

2
21321 4 )()()(),,( xxxxxxxxxf  的规范型为【 】．

（A） 2
2

2
1 yy  （B） 2

2
2
1 yy 

（C） 2
3

2
2

2
1 4 yyy  （D） 2

3
2
2

2
1 yyy  ．

答案：（B）．

三、（满分 10 分）计算n阶行列式

n

n

a

a
a

D








111

111
111

2

1







，（其中 021 naaa  ）．

【解】

101

011

1111

0

0
111

21

21

1

21

1






























n

n

n

n

aaa
aaa

aa

aa
a

D - 5 分













 




 n

k k
n

n

n

k k

n a
aaa

aaa
aaa

1
21

21

21
11

100

010

1111










 ． -10 分

四、（满分 10 分）在 3R 中，有向量组 TTTA ),,(,),,(,),,(: 111112121 321   ，以及向量

组 TTTB ),,(,),,(,),,(: 121122212 321   ．

1）证明： 321  ,, 与 321  ,, 都是 3R 的极大无关组；

2）向量 332211  kkk  ，求其被 321  ,, 线性表示的系数．

【解】1）由  321  ,,



















































100
010
121

010
130
121

111
112
121

．

显然，   3321  ,,R ，因此， 321  ,, 是 3R 的一个极大无关组． - 2 分

同理， ),,( 321 



































 100
110
122

112
221
122

．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 34 页 共 54 页 可能有笔误，请谅解

显然，   3321  ,,R ，因此， 321  ,, 也是 3R 的一个极大无关组． - 4 分

2）设 P),,(),,( 321321   ，

则，







































111
112
121

112
221
122 1

321
1

321 ),,(),,( P






















123
236
134

．- 6分

令 在 321  ,, 下的线性表示的系数向量为 Tzyx ),,( ，则




















































3

2

1

321

3

2

1

321321

k
k
k

P
k
k
k

z
y
x

),,(),,(),,(  ， - 8 分

即




























































































321

321

321

3

2

1

3

2

1

23
236

34

123
236
134

kkk
kkk
kkk

k
k
k

k
k
k

P
z
y
x

． -10 分

五、（满分 10 分）求
1 0

:
1 0

x y z
L

x y z
   


   

在平面 ： 0x y z   上的投影直线方程，并写出

其对称式方程．

【解】设过直线
1 0

:
1 0

x y z
L

x y z
   


   

的平面束方程为：

( ) ( ) ( ) 0a b x a b y b a z b a        ， ——最好设两个参数

与 垂直的平面是 1 0y z    ． - 5 分

因此，所求的投影直线方程为
0

1 0
x y z
y z
  


   

，

对称式方程为：
1 1
2 1 1

x y z 
 


． -10 分

六、（满分 10 分）当 a、b为何值时，线性方程组  















123
23

122
0

4321

432

432

4321

axxxx
bxxax

xxx
xxxx

有唯一解，无解，有无穷多组解，并求出有无穷多组解时的通解．

【解】利用增广矩阵



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 35 页 共 54 页 可能有笔误，请谅解

 























1123
2310

12210
01111

,

a
ba

bA
























01000
10100
12210
01111

a
ba

， - 3 分

当 1a 时， 4),()(  bArAr ，此时，方程组有唯一解； - 4 分

当 1a 时，  bA,






















00000
10000
12210
01111

b
，

若 1b ，则 32  ),(,)( bArAr ，此时，方程组无解； - 6 分

若 1b ，则 42  ),()( bArAr ，方程组无穷多组解，并且

 bA,

















 























00000
00000
12210
11101

00000
00000
12210
01111

- 8 分

所以，



















44

33

432

431

122
1

xx
xx

xxx
xxx

即































































0
0
1
1

1
0
2
1

0
1
2
1

21 kkx （ 21 , kk 任意）．

-10 分

七、（满分 10 分）已知三元二次型   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3, , 3 4 3 2f x x x x x x x x    ．

1）求正交变换 x Qy化二次型为标准形，并写出相应的正交阵Q；

2）证明：
 min 2


Tx

f x
x x0

．

【解】1）二次型的矩阵

















301
040
103

A ， - 2 分

由 0 || AE ，得特征值 24 321   , ． - 4 分

对 1 2 4   ，解方程  4  E A x 0可得  1 0,1,0 T ，  1 1,0,1 T ；

对 3 2 ，解方程  2  E A x 0可得  3 1,0, 1  T ．
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令 31 2

1 2 3

1 10
2 2

, , 1 0 0
1 10
2 2

 
 
  

        
  
 

Q  
  

，

1 1

2 2

3 3

,
x y
x y
x y

   
       
   
   

x y ，

故在正交变换 x Qy下，二次型  1 2 3, ,f x x x 化为标准形：

2 2 2
1 2 34 4 2f y y y   ． - 7 分

2）当 x Qy时，  T T T Tx x y Q Qy y y ，于是

  2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

4 4 2 2 2 2 2T

f y y y y y y
y y y y y y
   

  
   

x
x x

，

当 1 2 30, 0y y y   时，等号成立，因此，
 min 2


Tx

f x
x x0

． -10 分
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北 京 交 通 大 学

2023-2024-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 30 分，共有 10道小题，每道小题 3 分）

1、设  ,, 为 3R 中的非零向量，则   ,, 的相互关系是【 】．

（A）共点 （B）共线 （C）共面 （D）既不共线也不共面．

解： 0 )()()(  ．

  ,, 线性相关．

  ,, 共面． 故选（C）．

2、

202420242023

2023
2023

2023

































aaa

aaa
aaa
aaa

A ．若 2023)(Ar ，则 a 【 】．

（A） 1 （B） 2023 （C） 2023 （D） 2024．

解：由 2023)(Ar ，得 0202320232023 2023  ))((det aaA ．

解得， 2023a 或 1a ．

当 2023a 时， 1)(Ar ；

当 1a 时，

























































































2024001

0202401
0020241
0000

2023111

1202311
1120231
0000

2023111

1202311
1120231
1112023






















A

显然， 2023)(Ar ． 故选（A）．
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3、设三维向量组 T),,( 1211  ， T),,( 1122  ， T),,( 1113  及 T),,( 2121  ， T),,( 1222  ，

T),,( 1213  ．则以下论述正确．．的是【 】．

（A） 321  ,, 是 3R 的基，但 321  ,, 不是 3R 的基

（B） 321  ,, 是 3R 的基，但 321  ,, 不是 3R 的基

（C） 321  ,, 与 321  ,, 都是 3R 的基

（D） 321  ,, 与 321  ,, 都不是 3R 的基．

解：1）由  321  ,,



















































100
010
121

010
130
121

111
112
121

．

显然，   3321  ,,R ，因此， 321  ,, 是 3R 的一组基．

同理， ),,( 321 



































 100
110
122

112
221
122

．

显然，   3321  ,,R ，因此， 321  ,, 也是 3R 的一组基． 故选（C）．

4、设 A，B为同阶可逆矩阵，则必有【 】．

（A） BAAB 

（B）存在可逆矩阵 P ，使得 BAPP 1

（C）存在可逆矩阵 P ，使得 BAPPT 

（D）存在可逆矩阵 P 和Q，使得 BAQP  11 ．

解：若 A，B相似，则存在可逆矩阵 P ，使得 BAPP 1 ；

若 A，B合同，则存在可逆矩阵 P ，使得 BAPPT  ；

若 A，B均可逆，则存在可逆矩阵 P 和Q，使得

EBBEAA   11 , ，即 BABA 1 ，

此时，令 BQAP  , ，则 BAQP  11 ． 故选（D）．

5、设 A是 nm 矩阵，C 是n阶可逆矩阵，又已知矩阵 A的秩为 r，矩阵 ACB  的秩为 1r ，则
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r与 1r 的【 】．

（A） 1rr  （B） 1rr  （C） 1rr  （D）关系依C 而定．

解：因为C 是n阶可逆矩阵，故 )()()( ARACRBR  ，

因此， 1rr  ． 故选（C）．

6、记三元齐次线性方程组














0
0
0

321

321

3
2

21

xxx
xxx
xxx





的系数矩阵为 A．若存在三阶矩阵 OB  ，使得

OAB  ，则【 】．

（A） 2 且 0|| B （B） 2 且 0|| B

（C） 1 且 0|| B （D） 1 且 0|| B ．

解：经过初等行变换，














































100
010

11

11
11

1 2

A ．

再由已知， 1)(Br ，有 231  )()( BrAr ．即 1212  )(,)( ArBr ．

因此， 1 ， 1)(Ar ， 0|| B ． 故选（C）．

7、矩阵


















001
010
100

B ，若矩阵 A相似于B，则  )()( EArEAr 2 【 】．

（A） 2 （B）3 （C） 4 （D）5．

解：由 )()(|| 11
01

010
10

2 





 





 BE ．

再由 A相似于B，知 A的特征值为 11 321   , ．

因此， EA 2 相似于























300
010
001

2E ；

EA 相似于


















000
020
002

E ．
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因此， 52322  )()()()( ErErEArEAr  ． 故选（D）．

8、直线
110

1 zyx



绕 x轴旋转一周所得曲面为【 】．

（A）双曲面 （B）平面 （C）椭球面 （D）锥面．

解：直线
110

1 zyx



与 x轴垂直，故绕 x轴旋转一周，得平面． 故选（B）．

9、设矩阵 A，B，C 均为n阶方阵，E为n阶单位矩阵．若 EABB  ， CAAC  ，则

矩阵 CB 【 】．

（A） E （B） E （C） A （D） A ．

解：由已知，有 EBAE  )( ， AAEC  )( ，所以，有

11   )(,)( AEACAEB ．

所以， EAEAECB  1))(( ． 故选（A）．

10、设矩阵 BA, 满足 EAB  （单位矩阵），则必有【 】．

（A） A的列向量组线性无关，B的列向量组线性无关

（B） A的列向量组线性无关，B的行向量组线性无关

（C） A的行向量组线性无关，B的行向量组线性无关

（D） A的行向量组线性无关，B的列向量组线性无关．

解：不妨令 mnnm BA  , ，则 mmEAB  ，

且有 mBrAr  )()( ，即 A行满秩，B列满秩． 故选（D）．

二、还是单选题（本题满分 20 分，每道小题 4分）

11、已知 21  , 为二维列向量，矩阵 ),( 21212  A ， ),( 21 B ．若行列式 6|| A ，

则行列式 || B 【 】．

（A） 2 （B） 3 （C） 6 （D） 18 ．

解： 




















11
12

11
12

2 212121 BA ),(),(  ．

所以， |||||| BBA 3
11
12




 ． 故选（A）．
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12、若















 


















333231

232221

331332123111

333231

232221

131211 333

aaa
aaa

aaaaaa

aaa
aaa
aaa

A ，则 A 【 】．

（A）
















 103
010
001

（B）














 

100
010
301

（C）














 

100
010
300

（D）
















 103
010
000

．

解：由































 
















 

333231

232221

131211

333231

232221

331332123111

100
010
301333

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa

aaaaaa
． 故选（B）．

13、向量组 321  ,, 线性无关，则下列向量组中，线性无关的是【 】．

（A） 133221   ,,

（B） 3213221 2   ,,

（C） 133221 3322   ,,

（D） 321321321 5532232   ,, ．

解： ),,( 133221 3322  

K),,(),,( 321321

330
022
101

 















 ，而 012

330
022
101

|| K ． 故选（C）．

14、A为n阶矩阵，实数 21   ，若存在非零向量 nRxx 21, ，满足 111 xAx  ， 222 xAx  ．则

当【 】时， 2211 xkxkx  必为．．A的特征向量．

（A） 01 k 且 02 k （B） 01 k 且 02 k

（C） 021 kk （D） 01 k 且 02 k ．

解：根据特征值与对应的特征向量的性质． 故选（D）．

15、二次型 3221
2
3

2
2

2
1321 2442 xxxxxxxxxxf ),,( 的标准形是【 】．

（A） 2
3

2
2

2
1 32 yyy  （B） 2

3
2
2

2
1 32 yyy 

（C） 2
3

2
2

2
1 32 yyy  （D） 2

3
2
2

2
1 22 yyy  ．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 42 页 共 54 页 可能有笔误，请谅解

解： ),,( 321 xxxf 对应的实对称矩阵






















410
112
022

A ．

对 A进行合同变换，如下：










































































































100
110
111
300
010
002

100
010
011
410
110
002

100
010
001
410
112
022

E
A

．

令



















100
110
111

C ，则通过合同变换 CYX  ，有

2
3

2
2

2
1321 32 yyyYYAXXxxxf TT  ),,( ． 故选（D）．

注 1：何谓合同变换？即对于上述的 







E
A

，施以相同的行、列初等变换，就是一次合同变换，

此时，由 
















C
B

E
A

，易知 BACC T  ，

又因为 A是实对称阵，C 为可逆阵，显然B亦为实对称阵．

注 2：二次型 ),,( 321 xxxf 经合同变换 CYX  ，得到标准形：

2
33

2
22

2
11 ydydydYYf T   ，

这里的 321 ddd ,, ，不一定是矩阵 A的特征值；

但总体上正负零系数的个数不变，所以惯性定律才起作用．

三、（满分 10 分）对于直线
2
3

4
4

3
7:1 







 zyxl 与
1
2

4
5

6
21:2 








 zyxl ．

1）证明它们不共面； 2）写出过 2l 且平行于 1l 的平面方程．

证：1）取 2l 上任意点 )2,54,216(  tttM ，将其代入 1l 的方程组中，得

2
5

4
14

3
286








 ttt

，

显然无解，故 1l 与 2l 不相交，又易知 1l 与 2l 亦不平行．

综合上述，知 1l 与 2l 不共面．
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2）取法向量 21 ssn 
 kji

kji 


36912
146
243 


 ，

因此，所求方程为 0236592112  )()()( zyx ，或 0931234  zyx ．

四、（满分 10 分）设n阶矩阵 A和B满足 ABBA  2 ，E是n阶单位阵．

1）证明： BAAB  ； 2）已知


















300
021
021

B ，求矩阵 A．

解：1）由 ABBA  2 ，有 ))(( EBEAEABABE  2222 ．

因此， ))(())(( EAEBEBEA 22  ．

即 EABBAEBAAB 2222  ．

故， BAAB  ．

2）由 ))(( EBEAEABABE  2222 ，知 122  )()( EBEA ，

因此， EEBA 22 1  )( ．

再由，















 























100
001
021

2
1

200
011
020 1

1)( EB ．

所以，















 

































 


300
021
023

100
010
001

2
100
001
021

A ．

五、（满分 10 分）已知 T),,,( 13211  ， Ta ),,,( 11552  ， T),,,( 36313  和

Tb),,,( 312  ，试问：

1）当 ba, 取何值时，  不能由 321  ,, 线性表示；

2）当 ba, 取何值时，  可以由 321  ,, 线性表示，并写出表达式．

解：   ,,, 321















































))(( 46000
8400

1110
2151

3111
363
1352
2151

ba
b

b
a

，

1）当 46  ba , 时，     ,,,,, 321321 43 RR  ，
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因此，  不能被 321  ,, 线性表示．

2）当 6a 或 4b 时，     3321321   ,,,,, RR ，

因此，  可由 321  ,, 唯一线性表示．

此时，

  ,,, 321














































0000
8400
4040

5001

0000
8400

1110
2151

b
b

b

b

因此， 321 4
8

4
45  





bbb)( ．

六、（满分 10 分）已知向量 TT ),,(,),,( 312201 21   ， TT ),,(,),,( 110523 21   ，

证明：存在非零向量 ，使得 既可由 21  , 线性表出，也可由 21  , 线性表出．并求出所

有的非零向量 ．

解：原题可等价于： 24132211  xxxx  有非零解．

即 024132211   xxxx 有非零解．

而 432 2121  ),,,( R ，显然有非零解，

即存在非零向量 ，使得 既可由 21  , 线性表出，也可由 21  , 线性表出．

由


































2100
3010
0001

1532
1210
0321

2121 ),,,(  ，

取 14 x ，则 230 321  xxx ,, ．

此时，
















9
3
6

230 2121  ，故所有的非零向量 )( 0
3
1
2

















 kk ．

七、（满分 10 分）求一个正交变换 CYX  ，将下列二次型化为标准形

  323121
2
3

2
2

2
1321 844552 xxxxxxxxxxxxf ,, ．

并指出 1),,( 321 xxxf 是何种二次曲面．
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解：1）二次型矩阵为





















542
452
222

A ，

2） A的特征多项式

)10()1(
542
452
222

)det( 2 





 




 EA ，

所以， 10,1  321  ．

 将 11  代入到齐次方程组   0 XEA  ，有

 














 























000
000
221

442
442
221

EA ，得基础解系


































1
0
2

0
1
2

1 2 ， ，

正交化，令 T)0,1,2(11  ， T)5,4,2(
5
1

),(
),(

 1
11

12
22 


 ，

 将 103  代入到齐次方程组   0 XEA  ：

 






































000
110
102

542
452
228

EA 10 ，得基础解系



















2
2
1

3 ，

 单位化，

















0
1
2

5
1

|||| 1

1
1 

 ；

















5
4

32

2
2

2

5
1

|||| 
 ；




















2
2

3
1

|||| 3

3
3

1


 ．

3）令  321 ,, P ，则由正交变换 PYX  ，得 2
3

2
2

2
1 yyyf 10 ．

因此， 1),,( 321 xxxf 是（旋转）椭球面．
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北 京 交 通 大 学

2024-2025-1-《几何与代数 B》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分 30分，共有 10 道小题，每道小题 3分）

1、已知 A是行列式值为 3 的 3阶矩阵， *A 是 A的伴随矩阵， TA 是 A的转置矩阵．如果 kA

的逆矩阵是 1

2
1*  AAA T ，则 k 【 】．

（A）
3
2

 （B）
21
8

 （C）
27
8

 （D）
9
2

 ．

解： 1111

2
1*)(   AAAAkkA T

1111

8
21)

8
33(

8
1||   AAAAAA T ． 故选（B）．

2、已知 TT )2,1,1(,)2,3,1(   ，设 TEA  ，k 是非零常数，则矩阵 A的最大特

征值所对应的特征向量是【 】．

（A） Tk )0,1,1( （B） Tk )2,1,1(  （C） Tk )2,3,1( （D） Tk )1,5,1( ．

解：令 TB  ，由 6 T ，知B的特征值为： 0,0,6 ，

所以， A的特征值为： 1,1,7 ．

再由  6 TB ，知，  7A ． 故选（C）．

3、矩阵






















112
1132
1341

a
aA 的等价标准形是【 】．

（A）
















0000
0010
0001

（B）
















0100
0010
0001

（C）
















000
010
001

（D）与a有关，不能确定．

解：对 A施行初等行变换，有
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









































aa

a
a

aA
030

17110
1341

112
1132
1341

．

而 aa ,3 不能同时为0，故对 a 均有 3)( AR ． 故选（B）．

4、已知 )( ijaA  是 3阶非零矩阵，满足 )3,2,1,(  jiAa ijij ，其中 ijA 是 ija 的代数余子式，

则下列结论“① A是可逆矩阵；② A是对称矩阵；③ A是奇异矩阵；④ A是正交矩阵”中，

正确的是【 】．

（A）①② （B）①④ （C）②③ （D）③④．

解：由已知条件，知 *AAT  ．

由













2)(,0
2)(,1
3)(,3

*)()(1
AR
AR
AR

ARAR ，易知 3*)()(  ARAR ，即 A可逆．

再由 |||||*||| 2 AAAAT  ，知 1|| A ．

而 EEAAAAAT  ||* ，即 A是正交矩阵． 故选（B）．

5、已知 4321  ,,, 是 3维非零向量，则下列命题中错误．．的是【 】．

（A）若 4 不能由 321 ,,  线性表出，则 321 ,,  线性相关

（B）若 321 ,,  线性相关， 432 ,,  线性相关，则 421 ,,  也线性相关

（C）若向量 3 不能由 21 , 线性表出， 4 不能由 32 , 线性表出，则向量 1 可由 432 ,, 

线性表出

（D）若 ),,,(),,( 434241432211   RR ，则向量 4 可由 321 ,, 

线性表出．

解：对于（A）．可以通过其逆否命题，易知选项（A）正确．

若令 TTTT )1,0,0(,)0,2,0(,)0,1,0(,)0,0,1( 4321   ． 故选（B）．

对于（C）．由已知条件，有 ),,(),( 32121  RR  及 ),,(),( 43232  RR  ．

若 1),( 32 R ，则 ),,(),( 32121  RR  ，矛盾．

故必有 2),( 32 R ，则 3),,( 432 R ，于是

3),,,(),,( 4321432   RR ，即 1 可由 432 ,,  线性表出．
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对于（D）．利用初等变换，可以有

),,(),,(),,( 321322132211  

),,,(),,,(),,,( 432132144342414  

从而， ),,,(),,( 4321321  RR  ，即 4 可由 321 ,,  线性表出．

6、已知 3阶矩阵


















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A 可逆，























13131211

23232221

33333231

3
3
3

aaaa
aaaa
aaaa

B ，且


















100
310
001

1P ，




















130
010
001

2P ，


















130
010
001

3P ，


















001
010
100

4P ，则 1B 【 】．

（A） 2
1

4 PAP  （B） 4
1

2 PAP  （C） 4
1

3 PAP  （D） 1
1

4 PAP  ．

解：由已知，有 34

130
010
001

001
010
100

APPAB 































 ．

则有 4
1

2
1

4
11

3
1 PAPPAPB   ． 故选（B）．

7、设 









21
12

A ， 21 , kk 是任意常数．若B满足 BAB  ，则 B 【 】．

（A） 








21

21

kk
kk

（B） 











21

21

2
2
kk
kk

（C） 











22

11

kk
kk

（D） 







 21

21

kk
kk

．

解：由 BAB  有 OBEA  )( ，因而B的列向量都是齐次方程组 0)(  xEA 的解．




















00
11

11
11

EA ．

故齐次方程组 0)(  xEA 的基础解系是 T)1,1( ． 故选（D）．

8、三元二次型 )5()2(),,( 321321321 bxxxaxxxxxxf  的正惯性指数 p与负惯性指数q

分别是【 】．

（A） 1,2  qp （B） 0,2  qp
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（C） 1,1  qp （D）与 ba, 有关，不能确定．

解：令
















33

3212

3211

5

2

xy

bxxxy

axxxy

及 03
100

51
21

||  b
a

B ，所以经坐标变换 yBx 1 ．

得 21321 ),,( yyxxxf  ．

再令
















33

212

211

zy

zzy

zzy

及 02
100
011
011

|| C ，

所以经坐标变换 Czy  ，得 2
2

2
1321 ),,( zzxxxf  ．

此时， CzByBx 11   ． 故选（C）．

9、下列矩阵


















000
222
111

1A ，


















000
002
001

2A ，


















000
000
123

3A ，


















000
100
023

4A 中，两两相

似的是【 】．

（A） 21 , AA （B） 31 , AA （C） 32 , AA （D） 43 , AA ．

解：利用排除法． 43 , AA 虽然特征值一样，但秩不相等，故不相似；

21 , AA 或 32 , AA ，虽然秩相等，但特征值不一样，故不相似． 故选（B）．

10、二次型 323121
2
4

2
3

2
2

2
14321 422544),,,( xxxxxxxxxxxxxxf   是 4 元正定二次

型，则必有【 】．

（A） 2 （B） 1 （C） 12   （D） 2 或 1 ．

解：二次型的矩阵

























5000
0421
024
011




A ．

011 P ， 04
4

1 2
2  




P ， 0448
421
24
11

2
3 




 


P ，

05 34  PAP ．
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整理，得






12
22




， 即 12   时， f 为正定二次型． 故选（C）．

二、填空题（本题满分 20分，每道小题 4 分）

11、三点  3,, baA ，  0,, abB ，  1,1,1 C 共线，则  ba 【 】．

解： CBA ,, 共线
2
3

11
//













b
ba

a
ab

ACAB 3,3  ba ．故填：【 0 】．

12、曲线







0
14 22

x
zy

围绕 y轴旋转一周所围成的曲面是【 】．

解：基本口诀：绕着哪个轴转，那个量就不变． 故所求曲面是【 双叶双曲面 】．

或填【 14 222  xzy 】．

13、已知 4维向量  ,, 两两垂直，且满足 3||||,2||||,1||||   ，则  |||| 

【 】．

解： )()(|||| 2  

)(2  

14|||||| 222   ．

所以， 14||||   ． 故填：【 14 】．

14、设线性方程组














03
02
022

321

321

321

xxx
kxxx
xxx

的系数矩阵为 A．又 3阶矩阵 0B ，且满足 0AB ，则

k =【 】．

解：易知 3)( AR ．又











































k
kkA
100

450
221

113
12

221
． 故填：【 1 】．

15、已知






















163
22
123

kA ，
















3
2
1

 是 A的特征向量，则 k 【 】．

解：设是矩阵 A的对应于 的特征值，则
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











































































3
2
1

12
10
4

3123
64
343

3
2
1

 kkAA ．

所以， 4 ， 2k ． 故填：【 2 】．

三、(满分 10 分) 计算n阶行列式

1112024
1120241

1202411
2024111








nD ．

解：

1111
1120241

1202411
2024111

)12024(








 nDn -- 3分

0001
0020231

0202301
2023001

)12024(








 n -- 6分

12
)1(

2023)12024()1( 


 n
nn

n -- 8分

12
)1(

2023)2023()1( 


 n
nn

n ． -- 10分

四、(满分 10 分) 设 )2,3,1(P 是平面 015447:  zyx 外一定点．

求：1）点 P 到平面 的距离；2）点 P 关于 的对称点Q的坐标．

解：（1）利用点到平面距离的计算公式，得

2
4)4(7

|15243417|),(
222





Pd ． -- 4分

（2）过点 P 作平面 的垂线，交平面于点N ．

则垂线方程为
4
2

4
3

7
1: 






 zyxl ．

联立，得方程组

















015447
4
2

4
3

7
1

zyx

zyx
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计算，得 





 

9
10,

9
35,

9
5N ． -- 8分

由中点坐标公式，得点 P 关于平面 的对称点Q的坐标分量为：

9
22

9
102,

9
433

9
352,

9
191

9
52 





 zyx -- 10分

故，点Q的坐标 





 

9
2,

9
43,

9
19

． -- 10分

五、(满分 10 分) 设 









131
111

A ．1）求所有的 23 矩阵 X ，使得 









00
00

AX ；2）求一

个 23 矩阵 X ，使得 









10
01

AX ；3）求所有的 23 矩阵 X ，使得 









10
01

AX ．

解：对 A施行初等行变换，有




















010
101

131
111

A ． 得 0Ax 的基础解系为 T)1,0,1(  ．

1）故使 









00
00

AX 的所有




















ba

ba
X 00 （ ba , 任意）． -- 3分

2）对 ),( EA 施行初等行变换，有































2
1

2
1010

2
1

2
3101

10131
01111

),( EA ．

则





















00
11
13

2
1X 满足 










10
01

AX （答案不唯一）． -- 6分

3）综合 1），2），得 









10
01

AX 的通解为






























































ba

ba

ba

ba
XX 5.05.0

5.05.1

00
11
13

2
100 （ ba , 任意）． --10分



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 53 页 共 54 页 可能有笔误，请谅解

六、(满分 10 分) 已知 4元齐次线性方程组














0

0

0

:)I(

4
2

2

3
2

1

421

xaax

xaax

xxx

的解全部都是 4元线性方程

0:)II( 321  xxx 的解．

1）求a的值；2）求齐次方程组 )I( 的解；3）求齐次方程 )II( 的解．

解：对齐次线性方程组 )I( 的系数矩阵，施行初等行变换，有





































aaa
aaa

aa
aaA

22

2

2

2

00
0

1011

00
00
1011

． -- 2分

1）若 0a ，此时，


















0000
0000
1011

A ．

则 0,1,1,1 4321  xxxx 是 )I( 的解，但不是 )II( 的解，矛盾；

若 1a ，此时，


















0100
0010
0001

A ．

则 1,0,0,0 4321  xxxx 是 )I( 的解，但不是 )II( 的解，矛盾；

当 1,0a 时，






















100
010

1001

aa
a
a

A ．

得 0Ax 的基础解系为 Taaaaa ),1,,( 22  ．

带入到齐次方程 )II( ，由 0)1()()( 22  aaaa ，得
2
1

a ． -- 6分

2）齐次方程组 )I( 的基础解系为 T)2,2,1,1(  ．

故，齐次方程组 )I( 的通解为 k （ k 为任意实数）． -- 8分

3）方程 )II( 的基础解系：

T)0,0,1,1(1  ， T)0,1,0,1(2  ， T)1,0,0,0(3  ．

故，齐次方程 )II( 的通解为

332211  kkk  （ 321 ,, kkk 为任意实数）． -- 10分
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七、(满分 10 分) 设二次型 323121
2
3

2
2

2
1 2224 xcxxbxxaxxxxAxxT  ，矩阵 A满足

OAB  ，其中


















501
110
321

B ．

1）求一个正交变换 CYX  ，化二次型 AxxT 化为标准形；

2）指出 1AxxT 表示何种曲面．

解：二次型矩阵

















1
4

1

cb
ca
ba

A ． -- 3分

1）由 OAB  ，知B的列向量均为 0Ax 的解．

记 TT )0,1,2(,)1,0,1( 21   ，则 2211 00,00   AA ．

所以， 0 是 A的特征值（至少是二重）， 21 ,  是对应的线性无关的特征向量．

再由 300)( Atr ，得 63  ．

令对应于特征值 63  的特征向量为 Txxx ),,( 3213  ，则有











02

0

2132

3131

xx

xx
T

T





解,得 T)1,2,1(3  ．． -- 6分

正交化、单位化，得

TTT )1,2,1(
6
1,)1,1,1(

3
1,)1,0,1(

2
1

321   ．

令  321 ,, C ． -- 8分

则由正交变换 CYX  ，得 2
36 yf  ． -- 9分

2）因此， 1),,( 321 xxxf 即
6
1

3 y ，是两个平行平面． -- 10分
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