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安徽大学 2021—2022 学年第 2 学期《高等代数（下）》   

考试试卷（A 卷）参考答案与评分标准 

 
一、填空题（每空 5分，共 40 分） 

① (𝑥2 + 1)(𝑥2 + √3𝑥 + 1)(𝑥2 − √3𝑥 + 1)  ② 𝜆4    ③ 1  ④ diag(1,1,1, 𝜆4) 

⑤ [

0 0
1 0

0 0
1 0

] ⑥ 𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 𝑥3
2 − 𝑥4

2 ⑦ −2 < 𝜆 <
2

3
  ⑧ −

1

2
(1,1,1,1)𝑇 

 

二、解答题（每题 15分，共 60分） 

1. 解法一. 设{
𝑢(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏
𝑣(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑

，得线性方程组[

1 0 1 0
1 1 −1 1
1 1 1 −1
0 1 0 1

] [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

] = [

0
0
0
1

]。  (6 分) 

解线性方程组，得(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =
1

2
(−1,1,1,1)。        (9 分) 

 

解法二. 作初等行变换[1 0 𝑥2 + 𝑥 + 1
0 1 𝑥2 − 𝑥 + 1

] → [
1 −1 2𝑥
0 1 𝑥2 − 𝑥 + 1

]     (6 分) 

→ [
1

2
−

1

2
𝑥

0 1 𝑥2 − 𝑥 + 1
] → [

1

2
−

1

2
𝑥

1−𝑥

2

𝑥+1

2
1
]， 

得{
𝑢(𝑥) =

1−𝑥

2

𝑣(𝑥) =
𝑥+1

2

     (9 分) 

 

解法三.  ， 

故 . (6 分) 

且 .  

令 ，则 .              (14 分) 

因为 ， 

所以 为满足要求次数最小的多项式. (15 分) 

说明：若算出来的 与答案不同，但仍满足等式, 得 13 分.  
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2. 证法一. 由于𝑛元排列只有𝑛!个，故存在正整数𝑘使得𝐴𝑘 = 𝐼。   (5 分) 

由𝐴的化零多项式𝑥𝑘 − 1无重根，得𝐴的极小多项式也无重根。   (10 分) 

根据 Jordan 标准形（或课本中的定理 6.3.4），𝐴可相似于对角阵。  (15 分) 

 

证法二. 由置换矩阵定义, ，即 为正交阵.  (5 分) 

因为正交阵在复数域上可对角化, 所以 可对角化. (10 分) 

事实上, 正交阵 必相似于准对角阵 ,  

其中  或 .  

又因为对任意 , 在复数域上可对角化，  

所以正交阵 可对角化.   (15 分) 

 

3. 证法一. 设𝑄(𝑥𝛼 + 𝛽) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐，其中𝑎 = 𝑄(𝛼) < 0, 𝑐 = 𝑄(𝛽) > 0。 (5 分) 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0有两根𝑥1,2 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
。𝛾𝑖 = 𝑥𝑖𝛼 + 𝛽满足𝑄(𝛾𝑖) = 0。  (5 分) 

由𝑄(𝛼) < 0 < 𝑄(𝛽)，知𝛼, 𝛽线性无关，从而𝛾1, 𝛾2线性无关。    (5 分) 

 

证法二. 设 , 其中 为 阶实对称阵.  

由题设可知, 的正负惯性指数均大于等于 1.  (5 分) 

于是存在 阶可逆阵 ，使得 ，其中 .  

令 . 则 .  (10 分) 

令 . 则 .  

显然， 都线性无关.  (15 分) 

 

4.  证法一. 记𝑣 = 𝛼 + i𝛽。由𝐴𝑣 = 𝜆𝑣和𝐴𝑇𝐴 = 𝐼， 

得𝑣𝑇̅̅̅̅ 𝑣 = |𝜆|2𝑣𝑇̅̅̅̅ 𝑣，故|𝜆| = 1。 (5 分) 

由𝜆 ≠ ±1，以及𝑣𝑇𝑣 = 𝜆2𝑣𝑇𝑣，得𝑣𝑇𝑣 = 0。    (10 分) 

再由𝑣𝑇𝑣 = (𝛼𝑇𝛼 − 𝛽𝑇𝛽) + (2𝛼𝑇𝛽)i，得‖𝛼‖ = ‖𝛽‖且(𝛼, 𝛽) = 0。  (15 分) 
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证法二. 设 ， ， , .  

则由 得 .     (5 分) 

再由 可知 

， 

. (10 分) 

故 ， .  

联立可知 .   (15 分) 


