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安徽大学2024-20245学年第2学期《高等代数(下)》
期末模拟考试B卷参考答案与评分标准

一、填空题 (每小题4分, 共20分).

注: 对于有两空的小题, 答对一空得2分, 全对得4分

1. 实矩阵若有虚特征值必共轭成对出现, 又 A 的特征值之积等于 |A| = 1, 由此可求

得 A 的其余特征值为 1
2
−

√
3
2
i, 1.

2. 由 Eisenstein 判别法可知, 这两个多项式在有理数域上不可约. 又后者不能整除

前者, 故两者必互素, 因此最大公因式为 1.

3. 易知 |A| = 4, 由假设可令 A−1α = λ0α, 即Aα = 1
λ0
α, 故 1

λ0
为 A 的特征值. 计算

特征多项式 |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 −1

−1 λ− 2 −1

−1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 4), 得 A 的特征值为

λ1 = λ2 = 1, λ3 = 4, 因此 1
λ0

= 1 或 4, 即 λ0 = 1 或 1
4
.

当 λ0 = 1 时，由 (E − A)α = 0 得


−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 −1 −1



1

k

1

 = 0

⇒ 1 + k + 1 = 0 ⇒ k = −2

当 λ0 =
1
4
时，由 (4E − A)α = 0 得


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2



1

k

1

 = 0 ⇒ k = 1

因此, k = 1 或 k = −2.

4. 利用初等变换求: 先将A(λ)的第三列加到第一、二列, 得

A(λ) →


1 λ2 + λ λ

0 0 −λ

1 0 −λ2

 第一列乘λ2

−−−−−−→


1 λ2 + λ λ2 + λ

0 0 −λ

1 0 0



→


0 λ2 + λ 0

0 0 −λ

1 0 0

→


1 0 0

0 λ 0

0 0 λ2 + λ

.
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5. 二次型的系数矩阵为 A =


λ 1 1 0

1 λ −1 0

1 −1 λ 0

0 0 0 1

, A的顺序主子式为 |A1| = λ,

|A2| = λ2 − 1, |A3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1

1 λ −1

1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)2(λ− 2), |A4| = |A3| = (λ+ 1)2(λ− 2).

要使 f 为正定型, 必须有 λ > 0, λ2 − 1 > 0, (λ+ 1)2(λ− 2) > 0, 解得 λ > 2.

二、简答题 (每小题 5 分, 共20分, 判断正误 2分, 说明理由 3分, 可酌情给分).

6. 正确. 理由如下: 显然 Imφ = φ(U1) +φ(U2), 又 φ(U1)∩φ(U2) ⊆ U2 ∩U1 = 0, 因

此 Imφ = φ(U1)⊕ φ(U2), 取维数后即得结论. □

7. 正确. 理由如下: 由余数定理可得 f(1) = 0, 故 (x− 1) | f(x), 于是

(x2 − 1) | f(x2). □

8. 错误. 理由如下: 证明. 只需证明A,B的Jordan标准形相同. 3阶复矩

阵A的Jordan标准形只有以下几种情形:
a1

a2

a3

 ,


a1 1

a1

a2

 ,


a1 1

a1 1

a1

, 对于第一种情形，A的极

小多项式无重根, 因为A,B的特征多项式与极小多项式都相同, 所以B的特征值也

是a1, a2, a3且B的极小多项式也无重根, 从而B与diag(a1, a2, a3)相似. 对于第二种情

形, 若a1 = a2, 则B的极小多项式为(a− a1)
2, 故B的Jordan标准形

为


a1 1

a1

a2

. 若a1 ̸= a2, 则B的极小多项式为(a− a1)
2(a− a2),

故B的Jordan标准形为


a1 1

a1

a2

. 对于第三种情形, 则B的极小多项式
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为(a− a1)
3, 故B的Jordan标准形为


a1 1

a1 1

a1

. 对于n ≥ 4阶矩阵, 设

A =


1 1

1 1

1 1

1

 , B =


1 1

1 1

1 1

1

, 显然A,B的特征多项式均为(a− 1)4,

极小多项式均为(a− 1)4. □

9. 正确. 理由如下： 充分性显然成立，下证必要性。

证法1: 由 A′ = A 可得 In = AA′ = A2, 从而 (A+ In)(A− In) = O. 由 A 正定可知

A+ In 也正定, 从而可逆, 于是 A− In = O, 即 A = In.

证法2: 由于 A 是正定实对称矩阵, 故存在正交矩阵 P , 使得

P ′AP = Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λn}, 其中 λi > 0. 又 A 为正交矩阵, 故 Λ = P ′AP 也

是正交矩阵, 从而所有的 λi = 1, 于是 A = PΛP ′ = PInP
′ = In. □

三、解答题 (每小题 12分, 需给出详细解答过程, 可酌情给分. 禁止使用课本习题

结论或其他参考书中的结论).

10. 证明. 因为 A 可对角化，故可设 α1,α2, · · · ,αn 是 A 的 n 个线性无关的特征

向量，满足 Aαi = λiαi（1 ≤ i ≤ n）. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)A A2

A2 A

(αi

αi

)
= (λi + λ2

i )

(
αi

αi

)
,

A A2

A2 A

( αi

−αi

)
= (λi − λ2

i )

(
αi

−αi

)
.

通过定义不难验证
(
αi

αi

)
,
(

αi

−αi

)
（1 ≤ i ≤ n）是线性无关的，因此A A2

A2 A


有 2n 个线性无关的特征向量，从而可对角化. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

11. 证明. 只要证明f(x)在整数环上不可约即可. 用反证法, 设f(x) = g(x)h(x), 其

中g(x), h(x)都是次数小于n的首一整系数多项式. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)

注意到g(ai)h(ai) = −1, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)
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因为g(x), h(x)是整系数多项式, 故g(ai) = 1, h(ai) = −1或g(ai) = −1, h(ai) = 1, 无

论是哪种情况, 都有 g(ai) + h(ai) = 0, 1 ≤ i ≤ n, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

即次数小于n的多项式g(x) + h(x)有n个不同的根, 故g(x) + h(x) = 0. . . . . . . . (10 分)

因此f(x) = −g(x)2, 但f(x)是首一多项式, 而−g(x)2的首项系数为−1, 矛盾. . (12 分)

12. 证明. 设 A 的不变因子组为 d1(λ), d2(λ), · · · , dn(λ)，其中 di(λ) | di+1(λ)

(1 ≤ i ≤ n− 1)，则由条件可知，A 的极小多项式 m(λ) = dn(λ) 是一个二次实系数

多项式.下面分情况进行讨论： . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

（1）若 m(λ) = (λ− a)2 + b2 在 R 上不可约，其中 a, b ̸= 0 为实数，则由整除关系

可知 A 的不变因子组为 1, · · · , 1,m(λ), · · · ,m(λ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

（2）若 m(λ) = (λ− a1) (λ− a2)，其中 a1, a2 为实数，则由整除关系可知 A 的不

变因子组为 1, · · · , 1, λ− ai, · · · , λ− ai,m(λ), · · · ,m(λ)，i = 1 或 2. . . . . . . . . (12 分)

13. 证明. 对任一n维非零实列向量α, 我们有

α′(A+ S)′(A+ S)α = α′(A′A+ A′S + S ′A+ S ′S)α

= α′(A′A)α + α′(A′S + S ′A)α + α′(S ′S)α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

由于A′S + S ′A = AS − SA = O, 故上式等于α′(A′A)α + α′(S ′S)α . . . . . . . . . . . (6 分)

A′A是正定阵, S ′S是半正定阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(8 分)

所以上式总大于零, 即(A+ S)′(A+ S)是正定阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 分)

于是|A+ S|2 > 0, 从而A+ S是可逆矩阵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

14. 证明. （1）dimPα = n− 1, 设β1, β2, · · · , βn−1为Pα的一组标准正交基. . . .(2 分)

记βn = α
|α| , 则 σα(βj) = βj, j = 1, 2, · · · , n− 1 σ(βn) = −βn . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

任取β =
∑n

j=1 cjβj, 则

σα(β) = σα

(
n∑

j=1

cjβj

)
=

n∑
j=1

cjσα(βj)

=
n−1∑
j=1

cjβj − cnβn =
n∑

j=1

cjβj − 2cnβn

= β − 2(β, βn)βn = β − 2

(
β,

α

|α|

)
α

|α|

= β − 2(β, α)

(α, α)
α
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)

（2）取α = η−β
|η−β| , 则α为单位向量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

σα(β) = β − 2(β, α)α

= β − 2

(
β,

η − β

|η − β|

)
η − β

|η − β|

= β − 2
(β, η)− |η|2

|η|2 + |β|2 − 2(η, β)
(η − β)

= β − 2
(β, η)− 1

2− 2(η, β)
(η − β)

= β + η − β = η

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)


