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安徽大学 2019—2020 学年第二学期 

《高等代数（下）》考试 A 卷参考答案及评分标准 
 
 

一、填空题（每小题 3分，共 15 分） 

1. 2x = ；   2. 2y = − ；3. 22 3 4B  = − + ； 4. 个数为 1； 5. 
1C 。 

二、简答题（每小题 5分，共 15 分） 

6、答：（1）有n个线性无关的特征向量；（2）有n个不同的特征值；（3）有n个特征值，

且每个特征值的代数重数等于几何重数；（4）有n个特征值，且 的最小多项式是互不

相同的一次因式的乘积；（5）空间V 可以分解成特征子空间的直和。 

7、答：（1） A的正惯性指数为n；（2）合同于单位矩阵；（3） A的所有顺序主子式全大于

0；（4） A的所有主子式全大于 0；（5）存在可逆矩阵 P 使得 TA PP= 。 

8、答：（1）保持长度不变，即 ( )  = ；（2）保持内积不变，即 ( ( ), ( )) ( , )     = ； 

（3）将标准正交基变为标准正交基；（4）在任意标准正交基下的矩阵是正交矩阵。  

 

三、计算题（每小题 10 分，共 40分） 

 

9、解：用辗转相除法得
1

( ) ( 1)
3

u x x= − − 和 21
( ) (2 2 3)

3
v x x x= − − ，          …………5分 

并求得 ( )( ), ( ) 1f x g x x= − 。                                      …………10分 

注：省略的部分视具体步骤给分。 

 

10、解：（1）先求出行列式因子： 4

1 2 3 4( ) ( ) ( ) 1, ( ) ( 1)D D D D    = = = = − ，  

接着求出不变因子： 4

1 2 3 4( ) ( ) ( ) 1, ( ) ( 1)d d d d    = = = = − 。          …………5分 

（2）写出初等因子组： 4( 1) − 。                                   …………7分 

（3）写出 Jordan 标准形为

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

J

 
 
 =
 
 
 

或

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

J

 
 
 =
 
 
 

        …………10分 

注：没有过程，只写出 Jordan 标准形的给 3 分。 
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11、解：先求矩阵的特征值与特征向量. 

2

1 4 2

0 3 1 ( 1) ( 2)

0 2


  



− −

− = − −

−

, 

故 A的特征值为 1 1 = （二重）， 2 2 = 。                            ………3分 

对于特征值 1 1 = ，求解齐次线性方程组 ( ) 0I A X− = ,解出两个线性无关的特征 

向量 1 2(1,0,0) , (0,1,2)T T = = 。 

对于特征值 2 2 = ，求解齐次线性方程组 (2 ) 0I A X− = ，解出 3 (2,1,1)T = 为属于

特征值 2 2 = 的特征向量。                                         ………6分 

令矩阵 1 2 3

1 0 2

( , , ) 0 1 1

0 2 1

P   
 
 = =
 
 

，则有
1

1

1

2

P AP−

 
 =
 
 

，于是 

2 1

1 1

1

1 4 2 2 21

1 0 1 2 1 2

2 0 2 2 2 2

n n

n n n

n n n

A P P

+ +

− +

+

 − + − 
  = = − + −
  

− + −    

。            ………10分 

 

12、解：（1）该二次型的矩阵为

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A
 
 = −
 − 

，特征多项式为
2

3| | ( 3)I A  − = − ， 

故 A的特征多项式为 1 3 = （二重）， 2 0 = 。                         ………3分 

属于特征值 1 3 = 的线性无关特征向量为 1 2(1,1,0) , (1,0,1)T T = = ；属于特征值

2 0 = 的特征向量为 3 ( 1,1,1)T = − 。                                 ………6分 

对 1 2 3, ,   作 Schmidt正交化得 

1 1 (1,1,0)T = = ， 

2 1
2 2 1

1 1

( , ) 1
(1, 1,2)

( , ) 2

T 
  

 
= − = − ， 

3 3 ( 1,1,1)T = = − 。 

再单位化得 

1 2 3

1 1 1 1 2 1 1 1
( , ,0) , ( , , ) , ( , , )

2 2 6 6 6 3 3 3

T T T  = = − = − 。 

一个特征值对应一类标准正交基
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令

1/ 2 1 / 6 1 / 3

1 / 2 1 / 6 1 / 3

0 2 / 6 1 / 3

Q

 −
 

= − 
 
 

，作正交线性替换 X QY= ,则原二次型可化为 

                       
2 2

1 23 3y y+ .                    …………10分 

                       

四、证明题（每小题 10 分，共 20分） 

 

13、证明：先写出n元二次型的矩阵 

                

1 1
1

2 2

1 1
1

2 2

1 1
1

2 2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

。                       ………5分  

它的顺序主子式为 

1 2

1 1
1

2 2
1

1 11
13 12

1 0, 0, , 0,2 2
1 4 2

1
2

1 1
1

2 2

k k

k

k
D D D

 
 
 
 

+
 =  = =  = = 
 
 
 
 
 

3,4, ,k n= 。 

 

故 A是正定矩阵。                                              …………10分 

  

14、证明：先令 1x y= − ，代入 ( ) 1pf x x px= + +                      …………3分 

得到 1 1 2 2 2 2 1( ) ( 1) ( )p p p p p

p p p pg y f y y C y C y C y C p y p− − − −= − = − + − − + + − 。  ………6分 

由于 p 为素数，（1） p 不能整除 1；（2） 1 2 2 1| , | , , | , | ( ), |p p

p p p pp C p C p C p C p p p− − + ； 

（3） 2p 不能整除 p ，故 ( )g y 在有理数域上不可约。                 …………8分 

从而 ( )f x 在有理数域上不可约。                                 …………10分 
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五、开放性试题（10分） 

 

15、答：（1）欧式空间内积的定义是，欧式空间上的一个二元正定的双线性函数称为内积；

或欧式空间上的一个二元实值线性函数，满足对称性，齐次性，可加性和非负性，则该函

数称为欧式空间的内积。                                            …………4分 

（2）引入内积的意义主要体现在三个方面：（i）使得欧式空间的向量具有长度，夹角，

距离等度量概念,弥补了一般线性空间中向量的度量性质的缺失；(ii）使得欧式空间具有

标准正交基，从而为研究欧式空间提供了很多方便；（iii）可以在欧式空间中研究一些特

殊的变换，如正交变换和对称变换，从而极大地丰富了欧式空间的研究内容，同时也拓广

了与其他一些问题的研究，如二次型，实对称矩阵等之间的联系。       …………10分 

 

 


