
2023-2024 学年高等代数 (下) 期中模拟测试题参考答案

一、

1. 2(2 重), 无

g(x) 没有重根: 求 f(x) 的微商得 f ′(x) = 1 + x+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!
, 所以 f(x) = f ′(x) +

xn

n!
. 由

习题 5.2 第 7 题的结果得 (f(x), f ′(x)) =

(
xn

n!
, f ′(x)

)
. 因为 xn

n!
的不可约因式只有 x(不计重

数), 而 x ∤ f ′(x) , 所以
(
xn

n!
, f ′(x)

)
= 1. 从而 (f(x), f ′(x)) = 1 . 因此根据推论 5.3.7, f(x)

无重因式, 也就没有重根.

2. 24.

依题意, −1,−1

2
,−1

3
是 B 的所有特征值,则 6B∗+I 的特征值为 2, 3, 4 ,故 det (6B∗ + I) = 24

.

3. 2, 3.

由


a −1 2

5 −3 b

−1 0 −2




1

1

−1

 = λ


1

1

−1

 , 解得 λ = −1, a = 2, b = 3.

4. D1 = D2 = D3 = 1, D4 = m(λ).

极小多项式等于最后一个不变因子, 特征多项式等于不变因子的乘积, 因此可以得到矩阵的不

变因子为 1, 1, 1,m(λ), 从而行列式因子为 1, 1, 1,m(λ).

5.2 和 −1

3
.

这个多项式的最高次项系数 3 的因数是 ±1,±3, 常数项 −2 的因数是 ±1,±2. 所以可能的有

理根是 ±1,±2,±1

3
,±2

3
. 计算得到 2 和 −1

3
是 f(x) 的根.

二、

6. 对.

充分性显然. 必要性: 由于 f ′(x) | f(x), 所以 f ′(x) 就是 f(x) 与 f ′(x) 的最大公因式, 次数为

n− 1, 所以 f(x)
(f(x),f ′(x))

是一个次数为 1 的多项式, 设为 c(x− a), 则 f(x) 只有 x− a 这么一个

不可约因式, 从而只能是 f(x) = c(x − a)n, 其中 c 是一个非零常数. 这说明 f(x) 只有一个 n
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重根. □

7. 错误. A(λ) 与 B(λ) 仅有相同的初等因子组, 并不能确定 A(λ) 与 B(λ) 等价, 因为

不变因子的个数有可能不同. 例如 A(λ) =


1

(λ− 1)2

(λ− 1)2(λ− 3)

 和 B(λ) =


(λ− 1)2

(λ− 1)2(λ− 3)

0

 有相同的初等因子组 (λ − 3), (λ − 1)2, (λ − 1)2, 但它们不

等价. □

8. 错, 定理 6.4.1：数域 F 上 n 阶 λ− 方阵 A(λ) 可逆的充分必要条件是行列式 det(A(λ))

是数域 F 中非零常数. A(λ) =

λ 0

0 λ

 满秩, 但是由

λ 0

0 λ


g(λ) 0

0 f(λ)

 =

1 0

0 1

 得到
g(λ) = f(λ) =

1

λ
, 不是关于 λ 的多项式, 因此 A(λ) 不可逆.

三、

9. 对矩阵 λI −A 进行初等变换, 有
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λI −A =



λ− 2 0 1 1

1 λ− 2 −1 0

0 0 λ− 1 1

0 0 −1 λ− 3


→



1 λ− 2 −1 0

0 −(λ− 2)2 λ− 1 1

0 0 λ− 1 1

0 0 −1 λ− 3



→



1 0 0 0

0 −(λ− 2)2 λ− 1 (λ− 2)2

0 0 λ− 1 (λ− 2)2

0 0 −1 0


→



1 0 0 0

0 −(λ− 2)2 0 (λ− 2)2

0 0 0 (λ− 2)2

0 0 −1 0



→



1 0 0 0

0 −(λ− 2)2 0 0

0 0 0 (λ− 2)2

0 0 −1 0


→



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 (λ− 2)2 0

0 0 0 (λ− 2)2


.

.

因此, A 的初等因子为 (λ− 2)2, (λ− 2)2. 故 A 的若尔当标准形为

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2


或



2 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0

0 0 1 2


. □

10. 对于矩阵 A , 由 2I −A =


0 0 0

0 0 −1

0 0 1

 →


0 0 1

0 0 0

0 0 0


可知 λ = 2 有 3− r(2I − A) = 2 个线性无关的特征向量; 而 λ = 1 有 1 个线性无关特征向量

（因为 λ = 1 是单根）, 故 A 有 3 个线性无关特征向量, 从而 A 可对角化, 即 A 与 C 相似. 同

理对于矩阵 B, 由 2I −B =


0 −1 0

0 0 0

0 0 1


可知 B 属于 λ = 2 的线性无关特征向量只有 3− r(2I −B) = 1 个, 因此 B 不能对角化, 从而
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B 与 C 不相似. 进一步可知 A 与 B 也不相似, 这是因为假设 A 与 B 相似, 而 A 与 C 相似,

由传递性可知 B 与 C 相似, 矛盾.

11. 对任意 (x1, y1)
T
, (x2, y2)

T ∈ R2, λ ∈ R, 有

φ ((x1, y1) + (x2, y2)) = φ (x1 + x2, y1 + y2)

= (x1 + x2 + y1 + y2, x1 + x2 − y1 − y2, 2x1 + 2x2 + 3y1 + 3y2)

= (x1 + y1, x1 − y1, 2x1 + 3y1) + (x2 + y2, x2 − y2, 2x2 + 3y2)

= φ (x1, y1) + φ (x2, y2) ,

φ (λ (x1, y1)) = φ (λx1, λy1) = (λx1 + λy1, λx1 − λy1, 2λx1 + 3λy1)

= λ (x1 + y1, x1 − y1, 2x1 + 3y1) = λφ (x1, y1) .

因此, φ 是线性映射.

取 R2 的基 ε1 = (1, 0), ε2 = (0, 1).

R3 的基 η1 = (1, 0, 0), η2 = (0, 1, 0), η3 = (0, 0, 1).

φ (ε1) = φ(1, 0) = (η1, η2, η3)


1

1

2

 ,

φ (ε2) = φ(0, 1) = (η1, η2, η3)


1

−1

3

 .

故 φ 在两组基下的矩阵为


1 1

1 −1

2 3

.

做初等行变换得


1 0

0 1

0 0

. 故 Imφ = L (η1 + η2 + 2η3, η1 − η2 + 3η3) , kerφ = {0}.
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12. 因为 λI−A =


λ− 2 0 0

−a λ− 2 0

−b −c λ− 1

 ,所以 A的特征值为 λ1 = λ2 = 2, λ3 = 1. A

可对角化的充分必要条件是每个特征值的代数重数等于几何重数, 故仅需要考虑重根的情形.

对于 λ1 = λ2 = 2, 2I − A =


0 0 0

−a 0 0

−b −c 1

 →


0 0 0

−a 0 0

0 0 1

. 故 A 可对角化的充要条件

是 a = 0.

13.证法一由于A 的特征值 λ满足 λ2 = λ,得 λ = 0或 λ = 1 . 取定 V 的一个基 ξ1, ξ2, · · · , ξn,

设 A 在这组基下的矩阵为 A, 则 A2 = A , 因为 A(I − A) = O, 所以 r(A) + r(I − A) ⩽ n.

又 n = r(I) ⩽ r(A) + r(I − A) , 故 r(A) + r(I − A) = n . 又 dimV0 = n − r(A), dimV1 =

n− r(I −A), 所以 dimV0 + dimV1 = n. 所以 V = V0 ⊕ V1 .

证法二 先证 V = V0 + V1 . 事实上, 对任意 α ∈ V , 取 α0 = α− A (α), α1 = A (α) . 则有

α = α0 + α1 . 由 A 2 = A , 直接验证得到 A (α0) = 0,A (α1) = α1 . 所以 α0 ∈ V0, α1 ∈ V1 .

其次, 证明 V0 ∩ V1 = {0} . 事实上, 设 α ∈ V0 ∩ V1 , 则 A (α) = 0 且 A (α) = α, 故 α = 0. 综

上, V = V0 ⊕ V1.

证法三 因为 A 2 = A , 所以 f(λ) = λ2 − λ 是 A 的零化多项式. 由 mA (λ) | f(λ) 知 mA (λ)

没有重根, 所以 A 可以对角化且主对角线上的元素为 A 的特征值.

证法四 设 A 的 Jordan 标准形为 J = diag (J (λ1, e1) , J (λ2, e2) , · · · , J (λt, et)) . 因为 A 2 =

A , 所以 J2 = J , 进而有 J (λi, ei)
2
= J (λi, ei) (1 ⩽ i ⩽ t). 用元素比较得到 ei = 1, λi =

1, 0.�V = V0 ⊕ V1.

证法五 因为 A2 = A, 易见 A 的特征值为 1 和 0. 记特征值 1 的代数重数和几何重数分

别为 t1 和 s1 , 特征值 0 的代数重数和几何重数分别为 t2 和 s2. 与证法一相同, 可以得到

r(1I − A) + r(0I − A) = n . 由于 r(1I − A) = n − s1, r(0I − A) = n − s2, 所以 s1 + s2 = n,

由于 n = s1 + s2 ⩽ t1 + t2 = n, 故 s1 = t1, s2 = t2 . 因而 A 可对角化且对角元素为 1, 0 .
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证法六 设 r(A) = r. 存在可逆矩阵 P , 使得 A = P

 Ir O

O O

Q. 因为 A2 = A, 所以

P

 Ir O

O O

QP

 Ir O

O O

Q = P

 Ir O

O O

Q

故

 Ir O

O O

QP

 Ir O

O O

 =

 Ir O

O O

.

记 QP =

 C1 C2

C3 C4

 , 则由上式得到 C1 = Ir. 故 Q =

 Ir C2

C3 C4

P−1. 所以

A = P

 Ir O

O O


 Ir C2

C3 C4

P−1 = P

 Ir C2

O O

P−1

= P

 Ir −C2

O In−r


 Ir O

O O


 Ir C2

O In−r

P−1.

令 R = P

 Ir −C2

O In−r

, 则有 A = R

 Ir O

O O

R−1, 即 A 相似于对角矩阵 diag (Ir, On−r)

.

14. 必要性. 设 λ0, λ1, . . . , λn−1 为 A 的全部特征值 (重根按重数算).

A 可对角化.

⇐⇒ A ∼ Λ = diag(λ0, λ1, . . . , λn−1).

⇐⇒ 存在可逆矩阵 P = (X0, X1, . . . , Xn−1), 其中 Xi, i = 0, 1, . . . , n − 1, 为矩阵 A 的属于特

征值 λi 的特征向量, 使得 A = PΛP−1 = P diag(λ0, λ1, . . . , λn−1)P
−1.

⇐⇒ 存在可逆矩阵 P = (X0, X1, . . . , Xn−1), 其中 Xi, i = 0, 1, . . . , n − 1, 为矩阵 A 的属于特

征值 λi 的特征向量, 使得
(A− λ0I) = PΛP−1 − λ0PP−1 = P (Λ− λ0I)P

−1

= P diag (0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0)P
−1.

=⇒ 存在可逆矩阵 P = (X0, X1, . . . , Xn−1), 使得
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(A− λ0I)
2
= P diag

(
0, (λ1 − λ0)

2
, . . . , (λn−1 − λ0)

2
)
P−1.

由于 λi − λ0 = 0 的充要条件是 (λi − λ0)
2
= 0, 所以

r
(
(A− λ0I)

2
)
= r

(
P diag

(
0, (λ1 − λ0)

2
, . . . , (λn−1 − λ0)

2
)
P−1

)
= r

(
diag

(
0, (λ1 − λ0)

2
, . . . , (λn−1 − λ0)

2
))

= r (diag (0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0))

= r
(
P diag (0, λ1 − λ0, . . . , λn−1 − λ0)P

−1
)

= r (A− λ0I) .

充分性. 设 A 是线性变换 A 在复数域上某个 n 维线性空间 V 的某组基下的矩阵.

对 A 的每一特征值 λ0, r(A− λ0I)
2 = r(A− λ0I).

=⇒ r(A− λ0I) = r(A− λ0I)
2 = · · · = r(A− λ0I)

r0 , 其中 r0 为特征值 λ0 的代数重数.

=⇒ 对 A 的每一特征值 λ0, Vλ0
= Wλ0

, 即属于 λ0 的特征子空间和根子空间相等.

=⇒ 对 A 的每一特征值 λ0, λ0 的几何重数等于代数重数.

=⇒ A 可对角化. □

15. (1)设 (p(x), f(x)) = d(x) ,则 d(x) | p(x). 由于 p(x)不可约,则 d(x) = 1,或 d(x) =
1

c
p(x)

( c 为 p(x) 的首项系数). 因此 (p(x), f(x)) = 1 , 或 p(x) | f(x) .

(2) 设 (F1(x), · · · , Fs(x)) ̸= 1, 则存在不可约多项式 p(x) 使得 p(x) | Fi(x). 于是 p(x) |

f1(x) · · · fi−1(x)fi+1(x) · · · fs(x). 因此存在 j ̸= i, p(x) | fj(x). 再由 p(x) | Fj(x). 于是存在

k ̸= j, p(x) | fk(x) , 与 (fj(x), fk(x)) = 1 矛盾, 因此 (F1(x), · · · , Fs(x)) = 1.
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