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安徽大学 2022—2023 学年第一学期 

《高等代数（上）》  考试试卷（A 卷） 

（闭卷  满分 100 分  时间 120 分钟） 

题 号 一 二 三、1 三、2 三、3 三、4 总分 

得 分        

 

一、填空题（每空 4 分，共 20 分）填写不完整或结果没有化简均不得分。 

1. 设𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7是1, 2, … , 6, 7的排列，其逆序数为10。则排列𝑥7𝑥6𝑥5𝑥4𝑥3𝑥2𝑥1的逆

序数为      。 

2. 在方阵
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的行列式中，𝑥3的系数为      。 

3. 分别求方阵(
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)
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      。 

二、简答题（每问 5 分，共 20 分）判断叙述是否正确并简要说明理由。 

1. 设二阶方阵𝐴满足𝐴2 = 𝐼,则总有𝐴 = ±𝐼。 

2. 设 n阶实方阵𝐵满足𝐵𝐵𝑇 = 𝑂,则总有𝐵 = 𝑂。 

3. 设𝑛 ≥ 2，考虑ℝ𝑛中的线性子空间X, Y。则其并X ∪ Y是线性子空间当且仅当X ∪ Y = X + Y。 

4. 对于任意 n阶方阵𝐴，总存在方阵𝐵使得𝐴 = 𝐵∗。 

三、解答题（每小题 15 分，共 60 分）需给出详细解答过程。禁止使用课本习题结论或其

他参考书中的结论。 

      

 

 

得分  

 

得分  
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1. 解矩阵方程
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2. 设𝑛阶方阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)，其中𝑛 ≥ 2，𝑎𝑖𝑗 = {

 
𝑎 + 𝑥,           𝑗 = 1
𝑥 − 𝑗,     𝑖 = 𝑗 ≥ 2

𝑗,       𝑖 ≠ 𝑗且𝑗 ≥ 2

。 

这里，𝑥和𝑎均为未定元。试计算行列式|𝐴|。 

3. 给定四维向量组𝑎1 = (1, 2, −1, 1), 𝑎2 = (1, 3, −1, 2), 𝑎3 = (2, 5, 0, 5), 

 𝑎4 = (1, 2, 1, 3),𝑎5 = (5, 12, 1, 13)。试求出其所有的极大线性无关组。 

4. 设𝑛阶实方阵𝐴满足𝐴2 + 𝐴 = 2𝐼。考虑𝑈 = {α ∈ ℝ𝑛 | 𝐴α = α}且 

𝑉 = {α ∈ ℝ𝑛 | 𝐴α = −2α}。这里，ℝ𝑛表示𝑛维实的列向量空间。 

试证明：𝑈和𝑉均为ℝ𝑛的线性子空间，且满足ℝ𝑛 = 𝑈⨁𝑉。 

  

得分  

得分  

 

 

得分  

 

得分  
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参考答案与评分标准 

一、填空题（每空 4 分，填写不完整或结果没有化简均不得分）。 

11， 3，( 22022 0
1 − 22022 1

)， (

1

22022 0

1

22022 − 1 1
)， 21011 (

0 1
−1 0

) 

二、简答题（每小题 5 分，判断正误 1 分，说明理由 4 分，可酌情给分）。 

1. 错误。例如：𝐴 = (
1 0
0 −1

)，𝐴2 = 𝐼。 

2. 正确。计算tr(𝐵𝐵𝑇) = ∑ 𝑏𝑖,𝑗
2

𝑖,𝑗 , 为零，又𝐵为实方阵，故𝐵 = 0。 

3. 正确。首先，我们总有X ∪ Y ⊆ X + Y，且X + Y 总是线性子空间。若X ∪ Y是线性子空间，

则对加法封闭。故，X + Y ⊆ X ∪ Y。 

4. 错误。回顾𝐵∗的 rank 只能取值为𝑛, 1, 0。故，存在方阵𝐴，其不是任何方阵的伴随方阵。 

三、解答题（每小题 15 分，需给出详细解答过程，可酌情给分。禁止使用课本习题结论

或其他参考书中的结论。） 

1. 两边乘以
1 -2
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，同时除以-3，得到如下    
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两边取转置，等同于解两个非齐次方程。                                  (5 分) 

得到结果如下： 
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的转置  

这是，s, t 为参数。取转置，即可得到所求。               (15 分) 

 

2. 第一列中提取(x+a), 故|A| = (x + a)|A′|，其中A′是将A的第一列全换成 1所得的新方阵。 

(3 分) 

注意到在|A′|中，x 的次数为 n-1，首项系数为 1。 

注意到，x=4, 6, …, 2n, 行列式为 0. 故，|A′| = (x − 4)(x − 6) … (x − 2n)。                                    

(12 分) 

故，|A| = (𝑥 + 𝑎) (x − 4)(x − 6) … (x − 2n)。                            (15 分) 

 

3. 对矩阵(

1 1
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−1 −1
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)作行变换为(

1 1
0 1

2 1 5
1 0 2

0 0
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1 1 3
0 0 0

) = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽5)，故秩

为 3。                                                              （5 分） 

考虑相应的三元子集，共 10 组，我们发现仅有的极大无关组为 

{𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} , {𝛽1, 𝛽2, 𝛽4} , {𝛽1, 𝛽2, 𝛽5} , {𝛽1, 𝛽3, 𝛽4} , {𝛽1, 𝛽3, 𝛽5} , {𝛽1, 𝛽4, 𝛽5}   

（这里需要论证一番） 

故，将这些\beta 换为相应的 a 即可，共六组。                           （15 分） 

 

4. 根据定义（加法和数乘封闭），可以验证𝑈和𝑉均为ℝ𝑛的线性子空间。    （3 分） 
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可以直接证明U ∩ V = 0（需细节）。                                      （6 分） 

对于任意向量α,考虑分解 

α = (A − I)α + (A + 2I)α, 

前者落在 V 中，后者落在 U 中（需要论证）。证毕！                      （15 分） 


