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安徽大学 2020—2021 年第二学期 

数学分析（中）期末试卷（B 卷）参考答案及评分标准 
 

 

一、计算题（共 42 分） 

  

1. 计算下列不定积分（每小题 6 分）： 

（1）
1 1 1

cos(2 ) sin(2 ) sin(2 ) sin(2 )
2 2 2

= = −  x x dx xd x x x x dx    .................4分 

1 1
sin(2 ) cos(2 )

2 4
= + +x x x C                         .................2分 

  

(2) 
1

sin(2 )cos(4 ) (sin(6 ) sin(2 ))
2

= − x x dx x x dx                .................4分 

cos(6 ) cos(2 )

12 4
= − + +

x x
C                                .................2分 

 

(3) 2 3 2020 3 2020 31
( 1)( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)

3
− − + = − + − + x x x dx x x d x x   .................4分 

3 20211 1
( 3 1)

3 2021
=  − + +x x C                         .................2分 

 

2. 计算下列定积分或反常积分（每小题 6分）： 

 

（1） dx
x

xx


++2

1 2

3 122

1

2
)

1
ln2()

12
2( 2

2

1 2 x
xxdx

xx
x −+=++=  ................4分 

          
1 7

4 1 2ln 2 1 2ln 2
2 2

= − + − + = +         .............................2分 

（2）令 3=x t , 
8 2 2

2

30 0 0

1 1 1
3 3 1

1 11

 
= = − + 

+ ++  
  dx t dt t dt

t tx
    ................4分 

        

2
2

0

4
3 ln | 1| 3 2 ln 3 3ln 3

2 2

   
= − + + = − + =   

  

t
t t     ..................2分 

 

 

（3）令 =t x，
2

1 1 1
2 2 1

0 20 0 0
arctan arctan ( ) arctan |

1
= = −

+  
t

xdx td t t t dt
t

 ..........4分 

 



第 2 页    共 5 页 

 

           
1

1

020

1
arctan1 1 1 arctan | 1

1 4 2

 
= − − = − + = −

+ dt t
t

          ...........2分 

 

（4）令 = xt e , 12 20 1

1
arctan |

1 1

+ +
+= =

+ + 
x

x

e
dx t

e t
           .................4分 

2 4 4

  
= − =                             ...................2分 

 

 

二、分析判断题（共 25 分） 

 

1. 判断下列级数或反常积分的敛散性（包括条件收敛与绝对收敛）（每小题 5 分）： 

（1） 1

1

1
( 1)

ln

+
+

=

−
−

 n

n n n
； 

解：① 当 1x 时，
1

( ln ) 1 0− = − x x
x

, 故 ln−x x在[1, )+  上单调增加。 

因此当 →n 时，
1

ln−n n
单调减少且趋于0 . 根据 Leibniz 交错级数法则， 

1

1

1
( 1)

ln

+
+

=

−
−

 n

n n n
收敛。                                        .................3分       

② 易见当 →n 时，
1 1

~
ln−n n n

, 又
1

1+

=


n n

 发散，故由比较判别法知，
1

1

ln

+

= −

n n n

发散。 

故 1

1

1
( 1)

ln

+
+

=

−
−

 n

n n n
条件收敛。                             ……………………2分 

 

（2）
3

21

cos( )+


x
dx

x
. 

解：由于当 1x 时，
22

3 1)cos(

xx

x
 。又 dx

x
+

1 2

1
收敛，故利用比较判别法，

3

21

cos( )+


x
dx

x

收敛，即知
3

21

cos( )+


x
dx

x
绝对收敛。      ........... ...........................5分 

 

2. 判断下列级数的敛散性（每小题 5分）： 

（1）
2

1 1

+

= +

n

n

n
； 

解：当 →n 时，
32

2

1
~

1+

n

n
n

, 又
3

1 2

1+

=


n
n

 收敛， 

故由比较判别法知，
2

1 1

+

= +

n

n

n
收敛。           ...........................5分 
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（2）
1

2
1 cos

+

=

 
− 

 

n n

； 

解：当 →n 时，
2

2

2

2 2
1 cos 2sin ~

  
− =

n n n
，又

2

2
1

2+

=


n n

 收敛， 

故由比较判别法知，
1

2
1 cos

+

=

 
− 

 

n n

收敛。     ............................5分 

 

（3）
1

[2 ( 1) ]

2

+

=

+ −


n n

n
n

；; 

解：
[2 ( 1) ] 2 ( 1) 3

lim lim 1
2 2 2→+ →+

+ − + −
= = 

n n n

n
nn n

,   

故由 Cauchy 判别法知，
1

[2 ( 1) ]

2

+

=

+ −


n n

n
n

发散。   ...........................5分 

 

三、求解题（共 18 分） 

1. 设 2

0
( ) sin( )

−

= 
x

f x t dt，计算 )(xf  ，并求 )(xf 在 0=x 的幂级数展开式。（9分） 

解：（1） 2 2( ) sin( ) ( ) sin( ) = − − = −f x x x x                 ...................3分 

（2）由于
2 1

0

sin ( 1)
(2 1)!

++

=

= −
+


n

n

n

x
x

n
, ( )−   +x 。从而

4 2
2

0

sin( ) ( 1)
(2 1)!

++

=

= −
+


n

n

n

t
t

n
，故 

4 2
2

0 0
0

( ) sin( ) ( 1)
(2 1)!

++− −

=

= = −
+

 
n

x x
n

n

t
f x t dt dt

n
 

4 3
1

0

( 1)
(4 3)(2 1)!

++
+

=

= −
+ +


n

n

n

x

n n
， ( )−   +x   

这即为 )(xf 在 0=x 的幂级数展开式。     ..............................6分 

 

 

 

2. 求由曲线 )10(2 −= xxxy 及 x轴所围成的图形绕 x轴旋转一周所得的旋转体的体

积。（9 分） 

解：和 x轴垂直的平面与旋转体的截面是半径为 2−x x 的圆盘， 

其面积为
2 2( ) −x x ，                                ...................3 分       

所以旋转体的体积为： 
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1 1
2 2 2 4 3

0 0
( ) ( 2 ) − = + − x x dx x x x dx  

1
3 5 4

0

1 1 1 1

3 5 2 3 5 2 30
  
   

= + − = + − =   
  

x x x
  ..................6分 

四、证明题（每题 5分，共 15分） 

1. 证明幂级数
1 3

+

=


n

n
n

x

n
的收敛域为 )3,3[− ，并求其和函数。 

解：（1）证明：因为
1 1 1 1

lim lim
3 3 3→+ →+

= =n
n nn nn n

，故此幂级数的收敛半径为 3=R 。 

当 3= −x 时，
1 1

( 1)

3

+ +

= =

−
= 

n n

n
n n

x

n n
收敛。 又当 3=x 时，

1 1

1

3

+ +

= =

= 
n

n
n n

x

n n
发散， 

所以此幂级数的收敛域为 )3,3[− 。               .............................2分 

（2）令
1

( )
3

+

=

=
n

n
n

x
S x

n
， )3,3[−x 。当 ( 3,3) −x 时， 

            

1

1 1 1

( )
3 3 3

−+ + +

= = =

 = = =  
n n n

n n n
n n n

d x d x x
S x

dx n dx n
 

1

1

1 1 1 1

3 3 3 3
1

3

−+

=

 
= = = 

−  −


n

n

x

x x
 

因此，当 ( 3,3) −x 时， )0()()(
0

SdttSxS
x

+=  0
3

1

0
+

−
=  dt

t

x

)3ln(3ln x−−= ， 

又 2ln)]3ln(3[lnlim)(lim)3(
33

−=−−==−
++ −→−→

xxSS
xx

，故当 )3,3[−x 时， 

)(xS )3ln(3ln x−−=           ........ ........ .................3分 

2. 设函数列
2

( ) 1
 

= + 
 

n

n

x
S x

n
，证明{ ( )}nS x 在[0, )+ 上点态收敛，但不一致收敛。 

证明：（1）任意 [0, ) +x ，
2

2lim ( ) lim 1
→+ →+

 
= + = 

 

n

x

n
n n

x
S x e

n
， 

因此函数列 )(xSn 在[0, )+ 上点态收敛于
2( ) = xS x e 。         ...............2 分 

（2）取数列{ } { }=nx n ， ,2,1=n ，则数列{ } [0, ) +n ，且 

( )2 2lim | ( ) ( ) | lim 2
→+ →+

− = − = +n n

n n n
n n

S x S x e  
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所以 )(xSn 在[0, )+ 上不一致收敛。       .............................3分  

 

3. 设 ( )f x 在[a,b]上二阶可导, 且 ( ) 0 f x  。证明： 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

+ + 
 −    − 

 

b

a

a b f a f b
f b a f x dx b a  

 

证明：（1）因为 ( ) 0 f x ， ( )
2 2 2

+ + +    
 + −    

    

a b a b a b
f x f f x    

（即 ( )f x 的图像在点
2

+
=
a b

x 处切线之上）， 

              ( )
2 2 2

+ + +    
 + −    

    
 
b b

a a

a b a b a b
f x dx f f x dx  

                     ( )
2 2 2

+ + +     
=  − + −     

     

b

a

a b a b a b
f b a f x dx  

( )
2

+ 
=  − 

 

a b
f b a               ..................3分 

此处利用 0
2

+ 
− = 

 

b

a

a b
x dx .  

（2）因为 ( ) 0 f x ，当  a x b， ( )f x 的图像在过点 =x a和点 =x b处直线之下，即 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

−
 + −

−

f b f a
f x f a x a

b a
，  a x b  

所以，  

                    
( ) ( )

( ) ( ) ( )
−

 + −
− 

b b

a a

f b f a
f x dx f a x a dx

b a
 

                                 

2( ) ( ) ( )
( )( )

2

− −
= − +

−

b

a

f b f a x a
f a b a

b a
 

                                 

2( ) ( ) ( )
( )( )

2

− −
= − +

−

f b f a b a
f a b a

b a
 

( ) ( )
( )

2

+
=  −
f a f b

b a   ..................2 分 


