
第 1 页    共 6 页 

 

安徽大学 2020—2021 年第二学期 

数学分析（中）期末试卷（A 卷）参考答案及评分标准 

 

 

一、计算题（共 42 分） 

  

1. 计算下列不定积分（每小题 6 分）： 

 (1) dx
x

x
 +1

arctan
2

xdx arctanarctan=  = Cx +2arctan
2

1
   ....................6分 

  

(2) dxex x22 )1( −  = )1(
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1
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1
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1 222222 −−−=−  xdeexdex xxx
 

      −−= xx xdeex 222
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1
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1
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2
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1
)1(
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Cexeex xxx ++−−= 2222

4

1

2

1
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2

1
.....................................6 分 

 

(3) xdxxx 2sectan xdxxdxx 2tan
2

1
tantan  ==  

dxxxx −= 22 tan
2

1
tan

2

1
dxxxx  −−= )1(sec

2

1
tan

2

1 22  

Cxxxx ++−=
2

1
tan

2

1
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2

1 2       ..................................6分 

 

2. 计算下列定积分或反常积分（每小题 6分）： 

 

（1） dx
x
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2
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−=         ................................6分 

（2）  −2

0

2021
1sin2cos



dxxx =  −6

0

2021
1sin2cos



dxxx  −+ 2
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1sin2cos



 dxxx  
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        −= 6
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
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6
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1
=      ......................................................6分 

 

（3）令 12 += xt ，  +
1

0

23 1dxxx  −=
2
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+=    ......................................6分 
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e

xe
x

x


+

+0 2)1(
)1(

)1(0 2
+

+
= 

+
x

x
ed

e

x


+

+
−=

0 1

1
xe

xd  

01

+

+
−=

xe

x
dx

e x
+

+
+

0 1

1
dx

e

e
x

x


+

−

−

+
=

0 1
 

                     
+

−

−

+

+
−=

0 1

)1(
x

x

e

ed
 

2ln
0
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+−= −xe  ................................6分 

 

二、分析判断题（共 22 分） 

 

1. 判断下列反常积分的敛散性（包括条件收敛与绝对收敛）（每小题 5分）： 

（1） dx
x

x p


1

0 2

sin
； 

解：① 当 0p 时，
2

sin

x

x p
～ )0(

1
2

+

−
→x

x p
，因而 

当 1p 时， 12 − p ， dx
x

x p


1

0 2

sin
收敛，且为绝对收敛； 

当 10  p 时， 12 − p ， dx
x

x p


1

0 2

sin
发散。    ..... ..........................2 分 
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② 当 0p 时，令 pxt = ， = dx
x

x p1

0 2

sin
dt

t

t

p
p


+

+

−
1 1

1

sin1
，故知： 

当 01 − p 时， 01
1

+
p

， dx
x

x p


1

0 2

sin
dt

t

t

p
p


+

+

−=
1 1

1

sin1
发散； 

当 1−p 时， 11
1

0 +
p

， dx
x

x p


1

0 2

sin
dt

t

t

p
p


+

+

−=
1 1

1

sin1
条件收敛。 ................2分 

③ 当 0=p 时， = dx
x

x p1

0 2

sin
dx

x
1

0 2

1sin
发散。 

综上可知：当 1p 时， dx
x

x p


1

0 2

sin
绝对收敛；当 11 − p 时， dx

x

x p


1

0 2

sin
发散； 

当 1−p 时， dx
x

x p


1

0 2

sin
条件收敛。   ..............................1分 

 

（2） dxx
x

x


+

3
cos

ln
 

解：① 首先， 21sinsincos),,3[
3

−=+  AxdxA
A

。 

当 3x 时， 0
ln1

]
ln

[
2


−

=
x

x

x

x
，故

x

xln
在 ),3[ + 上单调减少。又 0

ln
lim =

+→ x

x

x
，故由 Dirichlet 

判别法知， dxx
x

x


+

3
cos

ln
收敛。      ........................................3分 

② 当 3x 时， 02cos
2
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2

ln
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ln
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ln 2 += x
x

x

x

x
x

x

x
x

x

x
。 

又 dx
x

x


+

3 2

ln
发散，由 Dirichlet 判别法知 dxx

x

x


+

3
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2
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收敛，从而 dxx

x

x

x

x


+

+
3

)2cos
2
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2

ln
(

发散，因而利用比较判别法， dxx
x

x


+

3
cos

ln
发散，故 dxx

x

x


+

3
cos

ln
条件收敛。.....2分 

 

2. 判断下列级数的敛散性（每小题 4分）： 

（1）


=1

2

)!2(
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n n

n
； 

解：由于 1
4
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n
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
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2

)!2(

)!(

n n

n
收

敛。      .................................................................4分 
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（2）


=1 4

1
sin

n n
 

解：易见当 →n 时，
n4

1
sin ～

n4

1
。又



=1 4

1

n n
发散，故由比较判别法知，



=1 4

1
sin

n n
发散。 

............................................. 4分 

 

（3）


=

−

+

−
1

2
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1
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)1(
n n

n

n
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解：因为 1
2
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→

n

n

n

n n

n
n

n

n

n
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
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−

+

−
1

2
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)
2

1
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)1(
n n

n

n

n
绝对收敛，当

然收敛。                          .. ......................................4分 

 

三、求解题（共 15 分） 

1. 设 =)(xf 
−

x
t dte

2

0

2

，计算 )(xf  ，并求 )(xf 在 0=x 的幂级数展开式。（7分） 

解：（1）
22 4)2( 2)2()( xx exexf −− == 。   .......................................3 分 

（2）由于 )(
!0

+−=


=

x
n

x
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n

n
x
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t

，故 

=)(xf =
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x
t dte

2
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2
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
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n
n dt
n
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
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+
+

xx
nnn

n
n

n
， 

这即为 )(xf 在 0=x 的幂级数展开式。     .....................................4 分 

 

2. 求曲线 )cos( ttax += ， tay sin= ， ],0[ t 的弧长 )0( a 。（8 分） 

解：根据弧长计算公式，该曲线的弧长为 

            dttytxl  +=


0

22 )]([)]([  

            dttata +−=


0

22 )](cos[)]sin1([  ...............................4分 

             −=


0
sin12 dtta  −=



0

2]
2
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2
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
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2
sin2 dt
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a  
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             −= 2

0 2
cos

2
sin2



dt
tt

a  −+




2 2
cos

2
sin2 dt

tt
a  

             −= 2

0
)

2
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2
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

dt
tt

a  −+




2

)
2
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2
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tt
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0
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2
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2
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
tt
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2

)
2

sin
2

cos(22 
tt

a −−+  

            a)12(24 −=         ......................................4分 

四、证明题（每题 7分，共 21分） 

1. 证明幂级数 n

n

nn

x
n




=

+−+

1

1])1(2[
的收敛域为 )

3

1
,

3

1
(− ，并求其和函数。 

解：（1）证明：因为 =
−+ +

→
n

nn

n n

])1(2[
lim

1

3
)1(2

lim
1

=
−+ +

→ n

n

n n
，故此幂级数的收敛半径为

3

1
=R 。又当

3

1
=x 时， n

n

nn

x
n




=

+−+

1

1])1(2[
发散（部分和数列分别趋于正无穷大和负无穷

大），所以此幂级数的收敛域为 )
3

1
,

3

1
(− 。       ................................4分 

（2）令 =)(xS n

n

nn

x
n




=

+−+

1

1])1(2[
)

3

1

3

1
( − x ，则当

3

1

3

1
− x 时， 

      = )(xS n

n

nn

x
ndx

d



=

+−+

1

1])1(2[
)

])1(2[
(

1

1


−+

=


=

+
n

n

nn

x
n

1

1

1])1(2[ −


=

+ −+= n

n

nn x  

 +++++++= −−− 122212323 333 nnn xxxxx  

            )()333( 123221223  +++++++++= −−− nnn xxxxx  

22 191

3

x

x

x −
+

−
= ， 

=)(xS )0()(
0

SdttS
x

+ )1ln(
2

1

31

31
ln

2

1
0)

191

3
( 2

0 22
x

x

x
dt

t

t

t

x

−−
+

−
−=+

−
+

−
=  。 

                                          ................................3 分 

2. 证明函数列 )(xSn  nn xx 2−= 在 ]1,0[ 上点态收敛，但不一致收敛。 

证明：（1）易知 ]1,0[x ， 0)(lim)(lim 2 =−=
→→

nn

n
n

n
xxxS ，因此函数列 )(xSn 在 ]1,0[ 上点态

收敛于 0)( xS 。           ....................... ........................4分 
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（2）取数列 








=
nnx

2

1
， ,2,1=n ，则数列  ]1,0[nx ，且 

0
4

1
)

4

1

2

1
(lim)()(lim =−=−

→→ n
nnn

n
xSxS ， 

所以 )(xSn 在 ]1,0[ 上不一致收敛。      ....... ........ .............. ......3分  

 

3. 设 )(xf 在 ]1,0[ 上有连续的导数， 0)0( =f ， 1)1( =f 。证明： 

（1） edxxfxfe x +
1

0
)()( ；  

（2）
2

1

0

2 2
)()(

e
dxxfxf − 。 

证明：（1）由于 ))()(())(( xfxfexfe xx += ，故知 

    +
1

0
)()( dxxfxfe x  =

1

0
])([ dxxfe x  

1

0
])([ dxxfe x  

efefxfe x =−== )0()1(
0

1
)]([      .................. ......3分 

（2）类似（1）可得，
e

dxxfxfe x 1
)()(

1

0
−

−
。再由 Schwarz不等式可知 

−
−

1

0
)()( dxxfxfe x 2

1
1

0

2
2

1
1

0

2 ])()([][  −− dxxfxfdxe x
 

          2

1
1

0

2
2

1

2 ])()([)]1(
2

1
[  −−= − dxxfxfe  

          2

1
1

0

2
])()([

2

1
 − dxxfxf ， 

即有
e

dxxfxf
1

])()([
2

1
2

1
1

0

2
− ，从而

2

1

0

2 2
)()(

e
dxxfxf − 。............ ......4分 

 

 

 

 

  


