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1. lim
n→∞

∫ π
2

−π
2

cosn xdx = 0 .

2. ®�xn =

(
1 +

1

n

)n
· sin n

3
π, K lim

n→∞
xn =

√
3

2
e , lim

n→∞
xn = −

√
3

2
e .

3. ®�­� r = 2 sin3 θ

3
,0 ≤ θ ≤ 4π Kd­�l�� 4π +

3
√
3

4
.

4. ®��?ê
∑
n≥1

(−1)n x3n

n2 · 3n
,KÙÂñ�»� 3

√
3 , Âñ�� (− 3

√
3, 3
√
3]
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1.

∫
x3 + 3

x3 − 2x2 + 3x− 2
dx

)µ
x3 + 3

x3 − 2x2 + 3x− 2
= 1 +

2x2 − 3x+ 5

(x− 1)(x− 2)(x+ 1)

2x2 − 3x+ 5

(x− 1)(x− 2)(x+ 1)
=

A

(x− 1)
+

B

(x− 2)
+

C

(x+ 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

éþªmàÏ©¿��à'�Xê�A = −2, B =
7

3
, C =

5

3

¤±§�ª=

∫
1 +

−2
x− 1

+
7
3

x− 2
+

5
3

x+ 1
dx

= x− 2 ln |x− 1|+ 7

3
ln |x− 2|+ 5

3
ln |x+ 1|+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5©

2.

∫
sin(lnx)dx

)µ- I =

∫
sin(lnx)dx = x sin(lnx)−

∫
xd sin(lnx)

= x sin(lnx)−
∫
x cos(lnx) · 1

x
dx

1



= x sin(lnx)− [x cos(lnx)−
∫
xd cos(lnx)]

= x sin(lnx)− x cos(lnx)−
∫

sin(lnx)dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4©

= I = x sin(lnx)− x cos(lnx)− I

)�I =
x sin(lnx)− x cos(lnx)

2
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©

3.

∫
1

x
√
x2 − a2

dx

)µ- x = a sec t,Kt = arccos
a

x

�ª=

∫
1

a sec t
√
a2(sec2 t− 1)

d(a sec t)

=

∫
a sec t tan t

a sec t tan t · a
dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

=
t

a
+ C =

1

a
arccos

a

x
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©

4.

∫ √
1− a2x2
x4

dx

)µ-x =
1

a
sin t,Kcot t =

√
1− a2x2
ax

�ª=

∫
a4
√
1− sin2 t

sin4 t
d(

1

a
sin t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2©

= a3
∫

cos2 t

sin4 t
dt

= a3
∫

cot2 t csc2 tdt

= −a3
∫

cot2 td cot t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4©

= −a
3

3
cot3 t+ C

= −(1− a2x2) 3
2

3x3
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©
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5.¦

∫ +∞

0

e−3x cos 3xdx

)µ�ª =
1

3

∫ +∞

0

e−3xd(sin 3x)

=

∫ +∞

0

e−3x sin 3xdx

= −1

3

∫ +∞

0

e−3xd(cos 3x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

=
1

3
−
∫ +∞

0

e−3x cos 3xdx

¤±

∫ +∞

0

e−3x cos 3xdx =
1

6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5©

6.¦­� r = 3 cos θ, r =
√
3 + cos θ, (−π

3
≤ θ ≤ π

3
) ¤�ã/¡È.

)µ¡ÈS =
1

2

∫ π
3

−π
3

[(3 cos θ)2 − (
√
3 + cos θ)2]dθ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

=
1

2

∫ π
3

−π
3

(8 cos2 θ − 2
√
3 cos θ − 3)dθ

=

∫ π
3

−π
3

(1− cos 2θ)d2θ −
√
3

∫ π
3

−π
3

cos θdθ − 3

2

∫ π
3

−π
3

dθ

=
π

3
−
√
3− 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©
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1) (7©)
∞∑
n=1

(
1− sin

π

n

)
)µdu1− sin

π

n
= 1− 2 sin

π

2n
cos

π

2n
=
(
sin

π

2n
− cos

π

2n

)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

¤±� n ≥ 3�,k
(
cos

π

2n
− sin

π

2n

)2
≥ 2−

√
3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©

Ïd
∞∑
n=1

(
1− sin

π

n

)
≥

∞∑
n=1

2−
√
3

2
, �?ê

∞∑
n=1

(
1− sin

π

n

)
uÑ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7©
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2) (8©)
∞∑
n=1

(−1)n ln
k n

n
, (k´����ê)

)µT?ê���?ê§��n > ek�, an =
lnk n

n
üN4~ªu". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©



∞∑
n=1

lnk n

n
uÑ,�?ê

∞∑
n=1

(−1)n ln
k n

n
^�Âñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8©

3) (8©)
∞∑
n=1

(−1)n√
n
· a

a+ bn
, (a , b > 0)

):(1)� b > 1�, lim
n→∞

n
√
|xn| = lim

n→∞
n

√∣∣∣∣(−1)n√
n
· a

a+ bn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
2n
√
n
·

n
√
a

n
√
a+ bn

=
1

b
< 1

�d��?êýéÂñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©

(2)� b = 1�,�?êz�
∞∑
n=1

(−1)n√
n
· a

a+ 1
,duan =

a√
n(a+ 1)

üN4~ªu".

¤±T��?êÂñ. �
∞∑
n=1

a√
n(a+ 1)

≥
∞∑
n=1

a

n(a+ 1)
uÑ. �d��?ê^�Âñ. . . . . . . . . . . 5©

(3)� 0 < b < 1�,Ï�
∞∑
n=1

(−1)n√
n
Âñ�{ a

a+ bn
}üNk.,��?êÂñ.

q|xn| ∼
1√
n
,


∞∑
n=1

1√
n
uÑ.��?ê^�Âñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8©
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1.(7©)

∫ +∞

7

xp

1− xq
, (p , q ∈ R+)

):Ï�
xp

1− xq
=

1

x−p − xq−p
∼ − 1

xq−p
(x→ +∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4©

� q − p > 1�,È©

∫ +∞

7

xp

1− xq
Âñ,Ù{�/uÑ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7©

2. (8©)

∫ +∞

1

cosx

xr
dx, (r ∈ R+)

):(1)� r > 1�,

∫ +∞

1

cosx

xr
dx ýéÂñ:

Ï�
∣∣∣cosx
xr

∣∣∣ ≤ 1

xr
, ( x ∈ [1,+∞) ),q

∫ +∞

1

1

xr
dx3 r > 1�Âñ,�

∫ +∞

1

∣∣∣cosx
xr

∣∣∣ dxÂñ. . . . . . 3©

(2)� 0 < r ≤ 1�,

∫ +∞

1

cosx

xr
dx^�Âñ:

Ï�u ≥ 1,|
∫ u
1
cosxdx| = | sinu− sin 1| ≤ 2q� r > 0�

1

xr
üN4~ªu0, (x→ +∞).
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�d)|�X�O{�

∫ +∞

1

cosx

xr
dx3 r > 0�Âñ. �

∣∣∣cosx
xr

∣∣∣ ≥ cos2x

x
=

1 + cos 2x

2x
=

1

2x
+
cos 2x

2x

�	È©

∫ +∞

1

cos 2x

2x
dx =

1

2

∫ +∞

2

cos t

t
dt,du

∣∣∣∣∫ u

2

cos tdt

∣∣∣∣ ≤ 2,
1

t
→ 0 (t → +∞)�TÈ©Â

ñ,qÏ�È©

∫ +∞

1

1

2x
dxuÑ§�

∫ +∞

1

∣∣∣cosx
xr

∣∣∣ dxuÑ.

nþ§d�

∫ +∞

1

cosx

xr
dx^�Âñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8©

o!y²K (��Kk3�K§�20©)

1. (7©) �Sn(x) = xn − x2n. y²: {Sn(x)}3[0, 1]þÅ:ÂñuS(x) ≡ 0, ����Âñ.
y²: Äk, N´wÑlimn Sn(x) = 0, �x = 0½1�. q´�, �x ∈ (0, 1)�,∣∣xn − x2n∣∣ < xn + x2n < 2xn.

,��¡, ∀ε > 0, N = d ln ε
lnx
e,∀n > N , xn < ε. ¤±, limn Sn(x) = 0, ∀x ∈ (0, 1). . . . . . . . . . . . . . . . . 4©

,	, �S�{xn = (1− 1/n)n}n≥2. K

lim
n→∞

Sn(xn) = lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
·
(
1−

(
1− 1

n

)n)
=

1

e

(
1− 1

e

)
6= 0.

¤±, {Sn(x)}3[0, 1]þ���Âñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7©

2. (5©)�¼ê�{un(x)}¥�z��¼êun(x)3[a, b]þ��,�u′n(x) ≤ 0. e
∑∞

n=1 un(a)Ú
∑∞

n=1 un(b)þ
Âñ, y²: ¼ê�?ê

∑∞
n=1 un(x)3[a, b]þ��Âñ.

y²: du
∑

n un(x)3x = aÚx = b?þÂñ, Ï
âCauchyÂñ�n�, ∀ε > 0, ∃N,∀m > n > N,
k ∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

un(a)

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

un(b)

∣∣∣∣∣ < ε.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3©
,��¡, duz��¼êun(x)3[a, b]þ��, �u′n(x) ≤ 0. �
un(x)3[a, b]þüN. Ïd,∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

un(x)

∣∣∣∣∣ ≤ max

{∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

un(a)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

un(b)

∣∣∣∣∣
}
,

=�
∑∞

n=1 un(x)3[a, b]þ��Âñ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©

3. (8©) �r ∈ R. ®��K¼êf(x)3[a, b]þëY; e
∫ b
a
f(x)dx ≤ 1, K(∫ b

a

f(x) cos rx

)2

+

(∫ b

a

f(x) sin rx

)2

≤ 1.

y²: ´�∀u ∈ R,
∫ b
a
(uf(x) + g(x))2 dx ≥ 0. =�,

u2
∫ b

a

f 2(x)dx+ 2u

∫ b

a

f(x)g(x)dx+

∫ b

a

g2(x)dx ≥ 0.
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Ï�, Ù�Oªð��. ½=(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
∫ b

a

f 2(x)dx ·
∫ b

a

g2(x)dx.

(∫ b

a

f(x) cos kxdx

)2

=

(∫ b

a

√
f(x) ·

(√
f(x) cos kxdx

))2

≤
∫ b

a

f(x)dx ·
∫ b

a

f(x) cos2 kxdx

≤
∫ b

a

f(x) cos2 kxdx.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5©
Ón, (∫ b

a

f(x) sin kxdx

)2

≤
∫ b

a

f(x) sin2 kxdx.

¤±, (∫ b

a

f(x) cos rx

)2

+

(∫ b

a

f(x) sin rx

)2

≤
∫ b

a

f(x) cos2 kxdx+

∫ b

a

f(x) sin2 kxdx ≤ 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8©
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