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安徽大学 2023—2024 学年第一学期 

《数学分析（下）》  参考答案 

 
 

一、 填空题（每题 4分，共 20 分） 

1. x

x y x y
x y xy e

x y

1 ln(1 2 )

( , ) (0,0) ( , ) (0,1)

1/21
lim ( )sin lim ( ), 10 .



 
   

2. 已知 ( , )z z x y 是由 2 2 2
2xyz x y z    所确定的隐函数，则 yz xdd d

(1,0, 1)
2 .


  

3. 曲面 z x y
2 2

1   上与平面 x y z 0   平行的切平面方程为 x y z2 2 2 3 0.     

4. 函数u x yz
2

2  在 (1,1,1) 处方向导数的最大值为 2 3.  

5. 设 ( , )z f x y 二阶可偏导，
y

z
f x f x x

y

2
'
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2, ( ,0) 1, ( ,0) ,


  


则 yf x yy x

2
.( 1, )     

 

二、 计算题（共 62 分） 

6.(6 分) 写出

2

( )
1

,
x y

e
f

y
x y






在 (0,0)处的 3阶 Taylor 公式(展开至 3次项). 

   解：
   

 
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1
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f x y y y

  
     

  


 
        (3 分) 

2 2 3
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1 2 ( (2 ) ( ).
3

) yx oyy x y                                           (6 分) 

7.(8 分) 设 ( , )f u v 在 上有连续偏导数， d
cos

sin
( ) ( , ) .F f x x x




      求F (0).  

   解：  1 2
F f x x f x x x f f




                           

cos
' '

sin
( ) ( , ) ( , ) (cos ,cos )( sin ) (sin ,sin )(cos )d  (5 分) 

代入 0  得：  F f x x f x x x f
1

' '

1 2
0

(0) ( , ) ( , ) (0,0).d                               (8 分) 

 

8.(10 分)求 2 2
12 2xyz x y  在区域 2 2

254 yx   上的最值. 

解：先考虑区域 2 2
254 yx   上可能的极值点.由

2 12 0
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   


  
得驻点 ( , ) (0,0).x y         (3 分) 

再考虑边界 2 2
254 yx   上的极值点.由 Lagrange 乘子法，令  2 2 2 2

12 2 4 25F x xy y x y     

得
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2 12 8 0
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
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F x y y
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





    


   


   

，解得
3

( , ) ( 2, 3), , 4
2

x y
 

    
 

.                             (8 分)  

计算这些可能极值点的函数值得：    

3 1
(0,0) 0, ( 2, 3) 50, , 4 106 .

2 4
z z z

 
       

 
 故原函数的最大值为

1
106 ,

4
最小值为 50.      (10分) 

注：求解有条件极值问题时，可将参数化
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代入 z，再用三角函数知识求解或化为无条件极

值也行. 
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9.(8 分)计算二重积分 d d2

0
sin( ) .

 

x
xy yx y    

解：原式
 y

xyy xyd d2

0 0
sin( )                                                    (2 分) 

   y
y xy y tyy y td d d2

0 0 0
cos( )

1
) cos .

2 2
(1 cos

20
                       (8 分) 

 

10.(10 分)计算三重积分 d d d
2 2 2( )

( | | ) ,
x y z

x z e x y z
  



 ，其中  2 2 2
( , , ) 1 4 .|x y z x y z        

解：首先由对称性知 d d d d d d d d d
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

( ) ( ) ( )
0, | | 2 .

x y z x y z x y z
ze x y z x e x y z ze x y z

        

  

    其中

 2 2 2

1
( , , ) 1 4, 0 .|x y z x y z z                                                 (2 分) 

作球坐标变换
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sin sin

cos

 

 



x r

y r

z r





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得： 
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 

   r
r e rrd d d

22 2 2
2

0 0 1
2 cos sin

                                            (6 分) 

 

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r e r eed d

22 2
3 1 4
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si4 co 5 .s n 2

                                         (10 分) 

 

11.(10 分)设 ( , )u x y 在圆盘 2 2
: D x y  上有二阶连续偏导，且

2 2
2 2

2 2
sin( ),

u u
x y

x y

 
  

 
 n为边界圆周

D 的单位外法向，计算曲线积分 d .
D

u
s

n



  

解：设 1 2
( , ),n n n 则 D 上逆时针指向的单位切向量为 n n

2 1
( , ).  

D D D D D

u u u u u u u
s grad u n s n n s n n s r

n x y y x y x
d d d d d

2 11 2
( ) , ( , ) , ( , ) ,

    

           
               

           
        (4 分) 

D D

Green u u
x y x y x y

x y
d d d d

2 2

2 2

2 2
sin( )

  
   

  
 

公式
                                       (7 分) 

 

 r r rd d
2

2

0 0
sin( ) 2 .                                                             (10 分) 

 

12.(10 分)计算第二型曲面积分 d d d d d d
3

2 2 2 212
( ( ( )) ,)

3
I f xy y z f xy z x y

y

z
x x z y z

x
    ，其中

( )f u 具有连续导数，为曲面 2 2
1z x y    上侧. 

解：令  2 2

0
0 ,: 1z x y   正向指向下侧.由 Gauss 公式， 

     
z

f xy y z f xy z x x z y z x y x y z
y x

d d d d d d dV
0

3

2 2 2 2 2 2 22 1
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 
 



  
  r rd d d

2
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0 0

2
sin .

5
                                                       (4 分) 

 

而：    d d d d d d
0

3

2 2 2 22 1
0,

3

z
f xy y z f xy z x x z y z x y

y x

 
     

 
                        (8 分) 
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故    d d d d d d
3

2 2 2 22 1 2
.

3 5

z
f xy y z f xy z x x z y z x y

y x




 
      

 
                       (10 分) 

 

三、 分析证明题（共 18 分） 

13.(10 分)设 ( , )f x y 在 2 2
: 1D x y  上有连续偏导，且在 2 2

: 1D x y   上有 0( , ) .f x y   证明： 

2 2
0

2 0 0d dlim ( , ),
rDr

f f
x y

x y
x y f

x y




 


 
 

  其中 2 2 2
: 1.

r
D r x y    

证明：令
cos

sin





x r
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



，由 ·cos sin 

f f f

r x y

  
  

  
得 cos sin 

f f f f f
r r r x y

r x y x y

    
     

    
.   (2 分) 

于是  
 

     
r

r
D r

f f fx y r
x y rI x y r r f f r r

x y r
d d d d d

2 1 2

2 2 20 0
      (cos ,sin ) ( cos , sin )

  
      

            (6 分) 

d
2

0
( cos , sin ) 2 ( cos , sin )



     f r r f r r    .                                         (8 分) 

故  
0 0

2 2 0 0lim lim ( cos , sin ) ( , ).
r

r r
I f r r f   

  
                                        (10 分) 

 

14.(8 分)证明：
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
 在 0 ( , ) 上可导且满足微分方程
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证明：首先，
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 



 

   在 0[ , ) ( )   上一致收敛：
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2
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21

xt
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e
e 





且

2

0
dte t




 收敛，

由 Weierstrass 判别法即知成立.                                                  (2 分) 

又显然
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

 在 0 ( , ) 上逐点收敛(甚至由 Weierstrass 判别法知一致收敛)，
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21
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e


关于 x可导，

于是

2

20 1
d( )

xt

f x
t

e
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



 在[ , )  上可导，且
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20 1
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e
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




  
 .                       (4 分) 

由 的任意性和可导的点态性知，

2

20 1
d( )

xt

f x
t

e
t





 在 0 ( , ) 上可导且
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20 1
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xt

t

e
t

t
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




  
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于是
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1 1
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 

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     

                (8 分) 


