
2020-2021 第第第一一一学学学期期期《《《数数数学学学分分分析析析》》》（（（三三三）））A卷卷卷
参参参考考考答答答案案案及及及评评评分分分标标标准准准

一一一、、、填填填空空空题题题(每每每空空空2分分分，，，共共共10分分分)

1. 0; 2. 0; 3. 𝑥−1
1

= 𝑦−1
−2

= 𝑧−1
1

;

4. 𝜋𝑎3; 5. 𝑓(𝑥2, 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥− 𝑓(𝑥2, 𝑥) + 2𝑥
∫︀ 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑓1(𝑥

2, 𝑦)𝑑𝑦.

二二二、、、选选选择择择题题题(每每每空空空2分分分，，，共共共10分分分)

6. 𝐴; 7. 𝐷; 8. 𝐷; 9. 𝐵; 10. 𝐴.

三三三、、、计计计算算算题题题(每每每小小小题题题7分分分，，，共共共49分分分)

11. 解：

𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 𝑓1𝑦𝑥
𝑦−1 + 𝑓2𝑦

𝑥𝑙𝑛𝑦; · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3分
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦

= (𝑥𝑦−1 + 𝑦𝑥𝑦−1𝑙𝑛𝑥)𝑓1 + 𝑦𝑥2𝑦−1𝑙𝑛𝑥𝑓11

+𝑥𝑦𝑥𝑦−1𝑦𝑥−1𝑓12 + (𝑦𝑥−1 + 𝑥𝑦𝑥−1𝑙𝑛𝑦)𝑓2

+𝑥𝑦2𝑥−1𝑙𝑛𝑦𝑓22 + 𝑙𝑛𝑥𝑙𝑛𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑓21. · · · · · · · · · · 7分

12. 解：令

⎧⎨⎩ 𝑢 = 𝑥− 𝑦

𝑣 = 𝑥 + 𝑦
=⇒

⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝑢+𝑣
2

𝑦 = 𝑣−𝑢
2

则有|𝜕(𝑥,𝑦)
𝑢,𝑣

| = 1
2
, 积分区域

为

⎧⎨⎩ −𝑣 ≤ 𝑢 ≤ 𝑣,

0 ≤ 𝑣 ≤ 1,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4分

原式 = 1
2

∫︀ 1

0
𝑑𝑣

∫︀ 𝑣

−𝑣
𝑠𝑒𝑐2 𝑢

𝑣
𝑑𝑢

= 1
2

∫︀ 1

0
𝑣𝑡𝑎𝑛(𝑢

𝑣
)|𝑣−𝑣𝑑𝑣

= 𝑡𝑎𝑛1
∫︀ 1

0
𝑣𝑑𝑣 = 𝑡𝑎𝑛1

2
. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

13. 解：

(1). lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥

= 0;

lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥
不存在;

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥

= 0. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3分
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(2) 𝑥 ̸= 0时,𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥
为连续函数；

𝑥 = 0, 𝑦 ̸= 0时,𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥
不连续;

𝑥 = 0, 𝑦 = 0时,因为lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑦𝑠𝑖𝑛 1
𝑥

= 𝑓(0, 0) = 0连续.

因此𝑓(𝑥, 𝑦)在𝑥 = 0, 𝑦 ̸= 0时不连续，其余均连续. · · · · · · · · · · · · · · · 7分

14.解：

原式 = lim
𝑥→∞
𝑦→𝑎

(1 + 1
𝑥𝑦

)𝑥𝑦
𝑥

𝑦(𝑥+𝑦) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3分

= 𝑒
lim

𝑥→∞
𝑦→𝑎

𝑥
𝑦(𝑥+𝑦)

= 𝑒
1
𝑎 . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

15.解：
∫︀ +∞
0

𝑒−𝑥−𝑒−2𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

∫︀ +∞
0

𝑑𝑥
∫︀ 2

1
𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2分

因为二元函数𝑒−𝑥𝑦在[1, 2]× [0,+∞)连续,且
∫︀ +∞
0

𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥在区间[1, 2]上一致收敛,因

此可以交换积分次序

∫︀ +∞
0

𝑑𝑥
∫︀ 2

1
𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦 =

∫︀ 2

1
𝑑𝑦

∫︀ +∞
0

𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥

=
∫︀ 2

1
𝑒−𝑥𝑦

−𝑦
|+∞
0 𝑑𝑦

=
∫︀ 2

1
1
𝑦
𝑑𝑦 = 𝑙𝑛2.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

16.解：由积分区域的对称性可得
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧)𝑑𝑆 = 0. 因此

原式 =
∫︀∫︀
𝐷

𝑥𝑧𝑑𝑆

=
∫︀∫︀

𝑥2+𝑦2≤2𝑎𝑥

𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2
√

2𝑑𝑥𝑑𝑦.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5分

令𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃, 则有

∫︀∫︀
𝑥2+𝑦2≤2𝑎𝑥

𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2
√

2𝑑𝑥𝑑𝑦 =
√

2
∫︀ 𝜋

2

−𝜋
2
𝑑𝜃

∫︀ 2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃

0
𝑟3𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃

= 64
15

√
2𝑎4.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

17.解：将𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9代入被积函数
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原式 = 1
33

∫︀∫︀
∑︀ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 · · · · · · · · · · · · 2分

= 1
33

∫︀∫︀∫︀
𝑥2+𝑦2+𝑧2≤9

3𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 · · · · · · · · · · · · · · · · ·4分

= 4𝜋. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

四四四、、、证证证明明明题题题(18题题题7分分分,19题题题8分分分，，，共共共15分分分)

18.证：𝑃 (𝑥, 𝑦) = 3𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦;𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦,因为𝜕𝑃 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑦

= 𝜕𝑄(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥

= 𝑐𝑜𝑠𝑦,所以存

在𝑢(𝑥, 𝑦)使𝑑𝑢(𝑥, 𝑦) = (3𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑦. · · · · · · · · · · · · · · · · 4分

且有

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∫︀ (𝑥,𝑦)

(0,0)
(3𝑠 + 𝑐𝑜𝑠𝑡)𝑑𝑠 + 𝑠𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝐶

=
∫︀ 𝑥

0
3𝑠𝑑𝑠 +

∫︀ 𝑦

0
𝑥𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝐶

= 3𝑥2

2
+ 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐶.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

19.证：因为任意𝐴 > 0, |
∫︀ 𝐴

0
𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥| ≤ 2, 即

∫︀ 𝐴

0
𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥关于𝛼 ∈ [0, 𝛼0]一致有

界;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3分

又因为 𝑒−𝛼𝑥

𝑥+𝛼
关于𝑥单调，且| 𝑒−𝛼𝑥

𝑥+𝛼
| ≤ 1

𝑥
,可知当𝑥 → +∞时, 𝑒−𝛼𝑥

𝑥+𝛼
关于𝛼 ∈ [0, 𝛼0]一

致趋于零.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7分

由Dirichlet判别法,可知
∫︀ +∞
0

𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑥+𝛼

𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥在𝛼 ∈ [0, 𝛼0]一致收敛.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8分

五五五、、、解解解答答答题题题(每每每小小小题题题8分分分,共共共16分分分)

20.解：由题意知𝐴 = (𝑦 − ℎ)(𝑥− 𝑟),长方形的面积𝑆 = 𝑥𝑦. 设Lagrange函数为

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥𝑦 + 𝜆((𝑦 − ℎ)(𝑥− 𝑟) − 𝐴).

令 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿𝑥 = 𝑦 + 𝜆(𝑦 − ℎ) = 0,

𝐿𝑦 = 𝑥 + 𝜆(𝑥− 𝑟) = 0,

𝐿𝜆 = (𝑦 − ℎ)(𝑥− 𝑟) − 𝐴 = 0.
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4分

解方程组可得𝜆 = ±
√︁

𝑟ℎ
𝐴
− 1,由题意取𝜆 = −

√︁
𝑟ℎ
𝐴
− 1.

这时可得 ⎧⎨⎩ 𝑥 = (1 +
√︁

𝐴
𝑟ℎ

)𝑟,

𝑦 = (1 +
√︁

𝐴
𝑟ℎ

)ℎ.

因此

⎧⎨⎩ 𝑥 = (1 +
√︁

𝐴
𝑟ℎ

)𝑟

𝑦 = (1 +
√︁

𝐴
𝑟ℎ

)ℎ
时,长方形白纸的面积最小.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8分

21.解:球面𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2与锥面𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2的交线为⎧⎨⎩ 𝑥2 + 𝑦2 = 1,

𝑧 = 1.

则球面𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2与锥面𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2所围立体Ω的体积为
∫︀∫︀∫︀
Ω

𝑑𝑉 .

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4分

采用柱面坐标系 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃,

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃,

𝑧 = 𝑧.

我们有 ∫︀∫︀∫︀
Ω

𝑑𝑉 =
∫︀ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫︀ 1

0
𝑟𝑑𝑟

∫︀ √
2−𝑟2

𝑟
𝑑𝑧

= 2𝜋
∫︀ 1

0
𝑟(
√

2 − 𝑟2 − 𝑟)𝑑𝑟

= 4𝜋
3

(
√

2 − 1).

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8分
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