
2018-2019 第第第一一一学学学期期期《《《数数数学学学分分分析析析》》》（（（下下下）））
B卷卷卷答答答案案案及及及评评评分分分标标标准准准

一一一、、、填填填空空空题题题（（（每每每题题题3分分分，，，共共共12分分分）））

1. 紧集; 2. (𝑦𝑓1 + 1
𝑦
𝑓2)𝑑𝑥 + (𝑥𝑓1 − 𝑥

𝑦2
𝑓2)𝑑𝑦; 3. 3𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0. 4.

𝑧𝑓2
1 − 𝑦𝑓1 − 𝑥𝑓2

.

二二二、、、计计计算算算题题题 （共60分）

5. (8分)计算极限lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2 sin(𝑥2 + 𝑦2)

ln(1 + (𝑥2 + 𝑦2)2)
.

解:

lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2 sin(𝑥2 + 𝑦2)

ln(1 + (𝑥2 + 𝑦2)2)

= lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2(𝑥2 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

= lim
𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
.

由于0 ≤ | 𝑥𝑦
𝑥2+𝑦2

| ≤ 1
2
, 且lim

𝑦→0
𝑦 = 0, 所以lim

𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2

𝑥2+𝑦2
= 0. 所以lim

𝑥→0
𝑦→0

𝑥𝑦2 sin(𝑥2 + 𝑦2)

ln(1 + (𝑥2 + 𝑦2)2)
= 0.

6. (8分) 计算极限 lim
𝑥→0+

𝑦→0+

ln(𝑥 + 𝑒𝑦)

𝑥 + 𝑦
.

解:

lim
𝑥→0+

𝑦→0+

ln(𝑥 + 𝑒𝑦)

𝑥 + 𝑦

= lim
𝑥→0+

𝑦→0+

𝑥 + 𝑒𝑦 − 1

𝑥 + 𝑦

= lim
𝑥→0+

𝑦→0+

𝑥 + (1 + 𝑦 + 𝑜(𝑦)) − 1

𝑥 + 𝑦
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= lim
𝑥→0+

𝑦→0+

(︂
1 +

𝑜(𝑦)

𝑥 + 𝑦

)︂

=1 + lim
𝑥→0+

𝑦→0+

𝑜(𝑦)

𝑦
× 𝑦

𝑥 + 𝑦

对𝑥 > 0, 𝑦 > 0成立0 < 𝑦
𝑥+𝑦

< 1. 显然 lim
𝑦→0+

𝑜(𝑦)
𝑦

= 0, 所以 lim
𝑥→0+

𝑦→0+

𝑜(𝑦)
𝑦

× 𝑦
𝑥+𝑦

= 0. 因此,

lim
𝑥→0+

𝑦→0+

ln(𝑥 + 𝑒𝑦)

𝑥 + 𝑦
= 1.

7. (8分) 计算反常重积分

∫︁
𝑅4

𝑒−(𝑥2
1+𝑥2

2+𝑥2
3+𝑥2

4)𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4 .

解: ∫︁
𝑅4

𝑒−(𝑥2
1+𝑥2

2+𝑥2
3+𝑥2

4)𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4

=

∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑥2

1𝑑𝑥1

∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑥2

2𝑑𝑥2

∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑥2

3𝑑𝑥3

∫︁ +∞

−∞
𝑒−𝑥2

4𝑑𝑥4

=24

(︂∫︁ +∞

0

𝑒−𝑥2

𝑑𝑥

)︂4

=24(

√
𝜋

2
)4

=𝜋2

8. (8分) 计算二重积分

∫︁∫︁
𝐷

𝑒
𝑥−𝑦
𝑥+𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦, 其中𝐷是由𝑥 + 𝑦 = 2, 及𝑥 = 0和𝑦 = 0所围

成的区域.

解：易知，𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2 − 𝑥}. 令𝑥 + 𝑦 = 𝑢, 𝑥−𝑦
𝑥+𝑦

= 𝑣, 则𝑥 =

1
2
𝑢(𝑣 + 1), 𝑦 = 1

2
𝑢(1 − 𝑣), 𝐽 =

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= −1

2
𝑢, 𝐷

′
= {(𝑢, 𝑣)|0 ≤ 𝑢 ≤ 2,−1 ≤ 𝑣 ≤ 1}.

于是有 ∫︁∫︁
𝐷

𝑒
𝑥−𝑦
𝑥+𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷′

𝑒𝑣|𝐽 |𝑑𝑢𝑑𝑣

=

∫︁ 2

0

1

2
𝑢𝑑𝑢

∫︁ 1

−1

𝑒𝑣𝑑𝑣

=𝑒− 1

𝑒
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9. (10分) 计算第一类曲面积分

∫︁∫︁
Σ

(𝑥𝑦 + 2𝑦3𝑧 cos(𝑥2 + 𝑦4) + 𝑧𝑥)𝑑𝑆, 其中Σ是由锥

面𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2被柱面𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑅𝑥所截的部分.

解: 记𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥−𝑅)2+𝑦2 ≤ 𝑅2}. 由Σ的对称性可知

∫︁∫︁
Σ

𝑥𝑦𝑑𝑆 =

∫︁∫︁
Σ

2𝑦3𝑧 cos(𝑥2+

𝑦4)𝑑𝑆 = 0. 于是 ∫︁∫︁
Σ

(𝑥𝑦 + 2𝑦3𝑧 cos(𝑥2 + 𝑦4) + 𝑧𝑥)𝑑𝑆

=

∫︁∫︁
Σ

𝑧𝑥𝑑𝑆

=

∫︁∫︁
𝐷

𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2
√︁

1 + 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

=
√

2

∫︁∫︁
𝐷

𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦

=
√

2

∫︁ 𝜋
2

−𝜋
2

𝑑𝜃

∫︁ 2𝑅 cos 𝜃

0

(𝑟 cos 𝜃)𝑟2𝑑𝑟

=
64

15

√
2𝑅4.

10. (10分) 计算曲线积分

∫︁
𝐿

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 其中L是以(1, 0)为中心、以𝑅为半径的圆

周(𝑅 > 1), 逆时针方向.

解：以原点为圆心作半径为𝜖 (𝜖充分小)的圆，记圆周为𝑙, 取顺时针方向. 记圆

周𝐿和𝑙围成有界闭区域𝐷. 记𝑃 (𝑥, 𝑦) = − 𝑦
𝑥2+𝑦2

, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥
𝑥2+𝑦2

,则𝑃 (𝑥, 𝑦)和𝑄(𝑥, 𝑦)在D中

具有连续偏导数. 运用Green公式，并注意到𝜕𝑄
𝜕𝑥

= 𝜕𝑃
𝜕𝑦
，得

∫︁
𝐿

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=

∮︁
𝐿
⋃︀

𝑙

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 −
∫︁
𝑙

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

=

∫︁∫︁
𝐷

(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
𝑙−

−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦

=

∫︁
𝑙−

−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦.
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注意到𝑙−的参数方程为:

⎧⎨⎩𝑥 =𝜖 cos 𝜃

𝑦 =𝜖 sin 𝜃
𝜃 : 0| → 2𝜋. 因此有

∫︁
𝑙−

−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦

=

∫︁ 2𝜋

0

(sin2 𝜃 + cos2 𝜃)𝑑𝜃 = 2𝜋

所以

∫︁
𝐿

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑦2
= 2𝜋.

11. (8分) 计算极限 lim
𝑦→+∞

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

1 + (1 + 𝑥
𝑦
)𝑦
.

解：记𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

1 + (1 + 𝑥
𝑦
)𝑦

. 易知，𝑓(𝑥, 𝑦)在[0, 1] × [1,+∞)上连续. 由连续性

定理知𝐼(𝑦) =

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

1 + (1 + 𝑥
𝑦
)𝑦
在𝑦 ∈ [1,+∞)上连续. 所以

lim
𝑦→+∞

𝐼(𝑦) = lim
𝑦→+∞

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

1 + (1 + 𝑥
𝑦
)𝑦

=

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

1 + lim
𝑦→+∞

(1 + 𝑥
𝑦
)𝑦

=

∫︁ 1

0

1

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 = ln

2𝑒

1 + 𝑒
.

12. (10分)设Ω为抛物面𝑧 = 𝑥2 +𝑦2与平面𝑧 = ℎ (ℎ > 0)所围成的闭区域，求Ω的

体积.

解：Ω在xoy面上的投影Ω𝑥𝑦 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ ℎ}. 于是

𝑉 =

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁
Ω𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦

∫︁ ℎ

𝑥2+𝑦2
𝑑𝑧

=

∫︁∫︁
Ω𝑥𝑦

[ℎ− (𝑥2 + 𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜃

∫︁ √
ℎ

0

(ℎ− 𝑟2)𝑟𝑑𝑟

=
𝜋ℎ2

2
.

13. (10分) 计算球面𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑎2 (𝑎 > 0) 包含在锥面𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2内部

分Σ的面积.
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解：先求球面与锥面的交线. 联立方程组⎧⎨⎩𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑎2,

𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2

得交线为𝑥2+𝑦2 = 𝑎2, 𝑧 = 𝑎. 进一步知Σ在xoy面内的投影为𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2+𝑦2 ≤ 𝑎2}.

𝑆 =

∫︁∫︁
Σ

𝑑𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

√︁
1 + 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫︁∫︁
𝐷

√
2𝑎√︀

2𝑎2 − (𝑥2 + 𝑦2)
𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜃

∫︁ 𝑎

0

√
2𝑎√

2𝑎2 − 𝑟2
𝑟𝑑𝑟

=(4 − 2
√

2)𝜋𝑎.

14. (8分) 设𝐼(𝛼) =

∫︁ +∞

0

𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥, 证明：

（1）𝐼(𝛼) 在[0,+∞)上连续；

（2）当𝛼 > 0时，𝐼
′
(𝛼)存在且𝐼

′
(𝛼) = − 1

1 + 𝛼2
.

证明：（1）定义𝑓(𝑥, 𝛼) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥

𝑥
, 𝑥 ̸= 0;

1, 𝑥 = 0.

易知，𝐼(𝛼) =
∫︀ +∞
0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

显然𝑓(𝑥, 𝛼) 与 𝜕
𝜕𝛼
𝑓(𝑥, 𝛼) = −𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥在[0,+∞) × [0,+∞)上连续. 由Abel 判别法

知
∫︀ +∞
0

𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥
𝑥
𝑑𝑥 关于𝛼在[0,+∞)上一致收敛. 由连续性定理知𝐼(𝛼)在[0,+∞)上连

续.

(2) 对任意𝛼0 > 0, | 𝜕
𝜕𝛼
𝑓(𝑥, 𝛼)| = |𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥| ≤ 𝑒−𝛼0𝑥. 又

∫︀ +∞
0

𝑒−𝛼0𝑥𝑑𝑥收敛,

由Weierstrass 判别法知
∫︀ +∞
0

𝜕𝑓
𝜕𝛼
𝑑𝑥关于𝛼在[𝛼0,+∞)上一致收敛. 由积分号下可导

性定理知

𝐼
′
(𝛼) =

∫︁ +∞

0

𝜕

𝜕𝛼
𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥 = −

∫︁ +∞

0

𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥𝑑𝑥.

由𝛼0的任意性知，对一切𝛼 > 0成立

𝐼
′
(𝛼) = −

∫︁ +∞

0

𝑒−𝛼𝑥 sin𝑥𝑑𝑥.

由分部积分法易知𝐼
′
(𝛼) = − 1

1 + 𝛼2
.
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