
高等数学（下）期末考试

参考答案与详细解析

一、填空题

第1题

设  连续，则  \_\_\_\_\_\_，  \_\_\_\_\_\_。

【答案】

【详细解题步骤】

本题使用变上限积分的求导公式（Leibniz 公式）：

第一步：对  求偏导

将  视为常数，积分上限为 ，下限为 （与  无关，故 ）：

第二步：对  求偏导

将  视为常数，积分上限为 （与  无关，故 ），下限为 ：

【知识点】变上限积分求导（Leibniz 公式）；多元函数偏导数；复合函数求导链式法则

第2题

级数 （ ），当  满足\_\_\_\_\_\_时该级数收敛，当  满足\_\_\_\_\_\_时该级数发散。

【答案】

当  时该级数收敛；当  时该级数发散。

【详细解题步骤】

f(x)
∂

∂x
∫

sinx

cos y
f(t) dt =

∂

∂y
∫

sinx

cos y
f(t) dt =

∂

∂x
∫

sinx

cos y
f(t) dt = f(sinx) ⋅ cosx

∂

∂y
∫

sinx

cos y
f(t) dt = f(cos y) ⋅ sin y

d

dx
∫

b(x)

a(x)
f(t) dt = f(b(x)) ⋅ b′(x) − f(a(x)) ⋅ a′(x)

x

y b(x) = sinx a(x) = cos y x a′(x) = 0

∂

∂x
∫

sinx

cos y
f(t) dt = f(sinx) ⋅ (sinx)′ − f(cos y) ⋅ 0 = f(sinx) ⋅ cosx

y

x b(y) = sinx y b′(y) = 0 a(y) = cos y

∂

∂y
∫

sinx

cos y
f(t) dt = f(sinx) ⋅ 0 − f(cos y) ⋅ (cos y)′ = −f(cos y) ⋅ (− sin y) = f(cos y) ⋅ sin y

∞

∑
n=1

1

n lnq n
q > 0 q q

q > 1 0 < q ≤ 1
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使用积分判别法。设 ，  在  上连续、正值、单调递减。

第一步：计算反常积分

令 ，则 ，当  时 ，当  时 ：

第二步：分情况讨论

• 当  时：

- 若 ： ， （ ），积分收敛

- 若 ： ， ，积分发散

• 当  时：

第三步：由积分判别法得出结论

积分与级数同敛散，故  时级数收敛，  时级数发散。

【知识点】正项级数敛散性判别；积分判别法； -级数（  当  收敛，  发散）

第3题

将  展开成  的幂级数为 ，收敛域是

\_\_\_\_\_\_。

【答案】

【详细解题步骤】

利用二项式展开公式（Newton 广义二项式定理）：

其中 。

第一步：求收敛半径

f(x) =
1

x lnq x
f(x) [2, +∞)

∫
+∞

2

1

x lnq x
dx

u = lnx du =
1

x
dx x = 2 u = ln 2 x → +∞ u → +∞

∫
+∞

ln 2

1

uq
du = ∫

+∞

ln 2
u−q du

q ≠ 1

∫
+∞

ln 2
u−q du = [ u1−q

1 − q
]

+∞

ln 2

q > 1 1 − q < 0 u1−q → 0 u → +∞

0 < q < 1 1 − q > 0 u1−q → +∞

q = 1

∫
+∞

ln 2

1

u
du = [lnu]+∞

ln 2 = +∞ （发散）

q > 1 0 < q ≤ 1

p ∑ 1
np p > 1 p ≤ 1

√1 + x x √1 + x = 1 +
1

2
x −

1 ⋅ 3

2 ⋅ 4
x2 +

1 ⋅ 3

2 ⋅ 4 ⋅ 6
x3 −

1 ⋅ 3 ⋅ 5

2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 8
x4 + ⋯

[−1, 1]

(1 + x)α =
∞

∑
n=0

(α
n
)xn, |x| < 1

α =
1

2
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由比值判别法，收敛半径 ，即在  内绝对收敛。

第二步：检验端点 

级数变为 。当  时，  的符号交替变化（ ），且 （ ），由

-级数判别法（ ），级数绝对收敛。

第三步：检验端点 

级数变为 。由于  当  时全部为非负项，且 ，同样收敛。

结论

两个端点均收敛，故收敛域为 。

【知识点】函数的幂级数展开；Newton 广义二项式定理；收敛半径与收敛域；端点敛散性检验

R = 1 (−1, 1)

x = 1
∞

∑
n=0

(1/2

n
) n ≥ 2 (1/2

n
) (−1)n−1 (1/2

n
) ∼

C

n3/2∣ ∣ n → ∞

p p = 3/2 > 1

x = −1
∞

∑
n=0

(1/2

n
)(−1)n (1/2

n
)(−1)n n ≥ 1 ∼

C

n3/2

[−1, 1]
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二、选择题

第1题

设 ，则二重积分  \_\_\_\_\_\_。

A. 

B.  ✓

C. 

D. 不一定存在

【答案】B

【详细解析】

分析被积函数的符号

在区域  内（除去原点），有 。

由于  当 ，所以在  内（除原点外）：

判断积分的存在性

虽然在原点处 ，但这是可积瑕点。用极坐标验证：

计算 ：令 ， ，分部积分得

所以积分 。

结论

被积函数在  内几乎处处 ，积分存在且值为 ，故选 B. 。

【知识点】二重积分的性质（保号性）；对数函数的符号；极坐标下的二重积分；瑕积分

第2题

设 ，则\_\_\_\_\_\_。

A. ，  都存在

B.  不存在，  存在 ✓

C.  存在，  不存在

D. ，  都不存在

D = {(x, y) ∣ x2 + y2 ≤ 1} ∬
D

ln(x2 + y2) dσ

≥ 0

≤ 0

= 0

D : x2 + y2 ≤ 1 0 < x2 + y2 ≤ 1

ln t ≤ 0 0 < t ≤ 1 D

ln(x2 + y2) ≤ 0

ln(x2 + y2) → −∞

∬
D

ln(x2 + y2) dσ = ∫
2π

0
∫

1

0
ln(r2) ⋅ r dr dθ = 2π∫

1

0
2r ln r dr

∫
1

0
r ln r dr u = ln r dv = r dr

∫
1

0
r ln r dr = [ r

2

2
ln r]

1

0

− ∫
1

0

r

2
dr = 0 −

1

4
= −

1

4

= 2π × 2 × (−
1

4
) = −π < 0

D ≤ 0 −π < 0 ≤ 0

f(x, y) = e
√x2+y4

f ′
x(0, 0) f ′

y(0, 0)

f ′
x(0, 0) f ′

y(0, 0)

f ′
x(0, 0) f ′

y(0, 0)

f ′
x(0, 0) f ′

y(0, 0)
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【答案】B

【详细解析】

使用偏导数的定义（极限法）来判断。

第一步：计算 

分别计算左右极限：

• 右极限（ ）：

• 左极限（ ）：

左右极限不相等，故  不存在。

第二步：计算 

利用等价无穷小 （ ）：

故 ，存在。

关键分析

 不存在的原因是  在  处不可导（绝对值函数的尖点）；而  存在是因为  在 

处光滑可导。

【知识点】偏导数的定义（极限法）；绝对值函数的不可导性；等价无穷小替换；多元函数偏导数存在性的判断

f ′
x(0, 0)

f ′
x(0, 0) = lim

Δx→0

f(Δx, 0) − f(0, 0)

Δx
= lim

Δx→0

e
√(Δx)2

− e0

Δx
= lim

Δx→0

e|Δx| − 1

Δx

Δx → 0+ eΔx − 1

Δx
→ 1

Δx → 0− e−Δx − 1

Δx
→ −1

f ′
x(0, 0)

f ′
y(0, 0)

f
′
y(0, 0) = lim

Δy→0

f(0, Δy) − f(0, 0)

Δy
= lim

Δy→0

e
√(Δy)4

− 1

Δy
= lim

Δy→0

e(Δy)2
− 1

Δy

eu − 1 ∼ u u → 0

lim
Δy→0

(Δy)2

Δy
= lim

Δy→0
Δy = 0

f ′
y(0, 0) = 0

f ′
x

√x2 = |x| x = 0 f ′
y

√y4 = y2 y = 0
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三、计算题

第3题

求心形线  以内，圆  以外部分的面积。

【答案】

【详细解题步骤】

第一步：求两曲线的交点

令 ，得 ，即 。

解得  或 （即 ）。

第二步：确定积分区域

心形线  在圆  以外的部分，即 ，也就是 。

这对应 ，即  的补集...

实际上，心形线在  时 （在圆外）。

所求区域为： ，  从  到 。

第三步：利用对称性简化

心形线关于  轴对称，只需计算上半部分再乘以 2：

第四步：展开被积函数

利用 ：

第五步：逐项积分

代入上限 ：

r = a(1 − cos θ) r = a

S = a2 ( π

2
+

2

3
)

a(1 − cos θ) = a 1 − cos θ = 1 cos θ = 0

θ =
π

2
θ = −

π

2
θ =

3π

2

r = a(1 − cos θ) r = a a(1 − cos θ) > a cos θ < 0

θ ∈ ( π

2
,

3π

2
) θ ∈ (−

π

2
,
π

2
)

θ ∈ ( π

2
,

3π

2
) r > a

θ ∈ [ π
2

,
3π

2
] r a a(1 − cos θ)

x

S = 2 ×
1

2
∫

π

π/2
[(a(1 − cos θ))2 − a2]dθ = ∫

π

π/2
[a2(1 − cos θ)2 − a2]dθ

a2(1 − cos θ)2 − a2 = a2(1 − 2 cos θ + cos2 θ − 1) = a2(cos2 θ − 2 cos θ)

cos2 θ =
1 + cos 2θ

2

= a2 ( 1 + cos 2θ

2
− 2 cos θ) = a2 ( 1

2
+

cos 2θ

2
− 2 cos θ)

S = a2 ∫
π

π/2
( 1

2
+

cos 2θ

2
− 2 cos θ)dθ

= a2[ θ
2

+
sin 2θ

4
− 2 sin θ]

π

π/2

θ = π
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代入下限 ：

等等，让我重新核对。上半部分 ，下半部分 ，由对称性：

再核对：实际上应该直接对整个区间  积分（不利用对称性）：

上限 ：

下限 ：

两种方法结果一致，最终答案：

【知识点】极坐标下的面积公式 ；心形线与圆的交点求解；利用对称性简化积分；三角恒等式

π

2
+

sin 2π

4
− 2 sinπ =

π

2
+ 0 − 0 =

π

2

θ =
π

2

π

4
+

sinπ

4
− 2 sin

π

2
=

π

4
+ 0 − 2 =

π

4
− 2

S = a2 [ π
2

− ( π
4

− 2)] = a2 ( π
4

+ 2)

θ ∈ [π/2,π] θ ∈ [π, 3π/2]

S = 2∫
π

π/2

1

2
[a2(1 − cos θ)2 − a2] dθ = a2 ∫

π

π/2
(cos2 θ − 2 cos θ) dθ

= a2[ θ
2

+
sin 2θ

4
− 2 sin θ]

π

π/2

= a2 [( π
2

+ 0 − 0)− ( π
4

+ 0 − 2)]

= a2 ( π
4

+ 2)

[π/2, 3π/2]

S =
1

2
∫

3π/2

π/2
[a2(1 − cos θ)2 − a2] dθ =

a2

2
∫

3π/2

π/2
(cos2 θ − 2 cos θ) dθ

=
a2

2
[ θ

2
+

sin 2θ

4
− 2 sin θ]

3π/2

π/2

θ = 3π/2
3π

4
+

sin 3π

4
− 2 sin

3π

2
=

3π

4
+ 0 + 2

θ = π/2
π

4
+ 0 − 2

S =
a2

2
[( 3π

4
+ 2) − ( π

4
− 2)] =

a2

2
( π

2
+ 4) = a2 ( π

4
+ 2)

S = a2 ( π
4

+ 2)

S = 1
2 ∫ r

2 dθ

cos2 θ = 1+cos 2θ
2
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四、综合题

第3题

计算二重积分 ，其中 。

【答案】

【详细解题步骤】

第一步：分析绝对值，划分积分区域

被积函数含绝对值 ，需要分区域讨论：

• 当  时（圆  内）：

• 当  时（圆环 ）：

因此将  分为两个子区域：

第二步：转换为极坐标

令 ， ， ：

第三步：计算 （  上的积分）

第四步：计算 （  上的积分）

I = ∬
D

|x2 + y2 − 4| dxdy D = {(x, y) ∣ x2 + y2 ≤ 9}

I =
9π

2

|x2 + y2 − 4|

x2 + y2 ≤ 4 r ≤ 2 |x2 + y2 − 4| = 4 − (x2 + y2)

4 < x2 + y2 ≤ 9 2 < r ≤ 3 |x2 + y2 − 4| = x2 + y2 − 4

D

D1 : x2 + y2 ≤ 4 (r ≤ 2), D2 : 4 < x2 + y2 ≤ 9 (2 < r ≤ 3)

x = r cos θ y = r sin θ dxdy = r dr dθ

I = ∬
D1

(4 − r2) r dr dθ +∬
D2

(r2 − 4) r dr dθ

I1 D1

I1 = ∫
2π

0
∫

2

0
(4 − r2)r dr dθ = 2π∫

2

0
(4r − r3) dr

= 2π[2r2 −
r4

4
]

2

0

= 2π (8 − 4) = 2π × 4 = 8π

I2 D2

I2 = ∫
2π

0
∫

3

2
(r2 − 4)r dr dθ = 2π∫

3

2
(r3 − 4r) dr

= 2π[ r
4

4
− 2r2]

3

2

= 2π [( 81

4
− 18) − (4 − 8)]

= 2π [ 81

4
− 18 + 4] = 2π [ 81

4
− 14] = 2π [ 81 − 56

4
] = 2π ×

25

4
=

25π

2
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第五步：合并结果

等等，让我重新计算 ：

这步没错。再算 ：

嗯，让我再仔细检查。实际上  中被积函数是 ，在  上非负，积分应为正。  中被积函数是 

，在  上非负，积分也应为正。两个正数相加。

重新核算 ： ，  ✓

重新核算 ：

，

 ✓

最终答案：

【知识点】含绝对值的二重积分；区域划分法；极坐标变换；圆域与圆环域上的积分计算

I = I1 + I2 = 8π +
25π

2
=

16π + 25π

2
=

41π

2

I1

I1 = 2π∫
2

0
(4r − r3) dr = 2π[2r2 −

r4

4
]

2

0

= 2π(2 × 4 −
16

4
) = 2π(8 − 4) = 8π

I2

[ r
4

4
− 2r2]

3

2

= ( 81

4
− 18) − ( 16

4
− 8) = ( 81

4
−

72

4
) − (4 − 8) =

9

4
− (−4) =

9

4
+ 4 =

25

4

I2 = 2π ×
25

4
=

25π

2

I = 8π +
25π

2
=

16π + 25π

2
=

41π

2

I1 4 − r2 r ∈ [0, 2] I2 r2 − 4

r ∈ [2, 3]

I1 ∫ 2
0 (4r − r3)dr = [2r2 − r4/4]2

0 = 8 − 4 = 4 I1 = 2π × 4 = 8π

I2

∫ 3
2 (r3 − 4r)dr = [r4/4 − 2r2]3

2 = (81/4 − 18) − (4 − 8) = 81/4 − 18 + 4 = 81/4 − 14 = (81 − 56)/4 = 25/4

I2 = 2π × 25/4 = 25π/2

I = 8π +
25π

2
=

41π

2
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五、应用题（本题 10 分）

求函数  的极值。

【答案】函数在点  处取得极小值 。

【详细解题步骤】

第一步：求一阶偏导数

对  求偏导（  视为常数，使用乘积法则）：

对  求偏导（  视为常数）：

第二步：求驻点（令一阶偏导数为零）

由 ： 。因为  恒成立，所以 ，得 。

将  代入 ：

因为 ，所以 ，得 。

唯一驻点为 。

第三步：求二阶偏导数

f(x, y) = e2x(x + y2 + 2y)

( 1

2
, −1) f ( 1

2
, −1) = −

e

2

x y

fx =
∂

∂x
[e2x(x + y2 + 2y)] = 2e2x(x + y2 + 2y) + e2x ⋅ 1 = e2x(2x + 2y2 + 4y + 1)

y x

fy =
∂

∂y
[e2x(x + y2 + 2y)] = e2x(2y + 2)

fy = 0 e2x(2y + 2) = 0 e2x > 0 2y + 2 = 0 y = −1

y = −1 fx = 0

e2x(2x + 2(−1)2 + 4(−1) + 1) = 0

e2x(2x + 2 − 4 + 1) = 0

e2x(2x − 1) = 0

e2x > 0 2x − 1 = 0 x =
1

2

( 1

2
, −1)

fxx =
∂

∂x
[e2x(2x + 2y2 + 4y + 1)] = 2e2x(2x + 2y2 + 4y + 1) + e2x ⋅ 2 = e2x(4x + 4y2 + 8y + 4)

fyy =
∂

∂y
[e2x(2y + 2)] = 2e2x
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第四步：在驻点处计算二阶偏导数的值

在点  处， ：

等等，让我重新计算：

代入 ：

第五步：用二阶充分条件判别

计算判别式：

且 。

由二元函数极值的二阶充分条件：  且 ，故该点为极小值点。

第六步：计算极小值

结论

函数  在点  处取得极小值 。

【知识点】二元函数极值的求法；一阶偏导数与驻点；二阶偏导数与 Hessian 矩阵；极值的二阶充分条件（

 且  为极小值）；乘积法则求偏导

fxy =
∂

∂y
[e2x(2x + 2y2 + 4y + 1)] = e2x(4y + 4)

( 1

2
, −1) e2x = e1 = e

A = fxx(
1

2
, −1) = e(4 ×

1

2
+ 4 × 1 + 4 × (−1) + 4) = e(2 + 4 − 4 + 4) = 6e

fxx = e2x(4x + 4y2 + 8y + 4)

x = 1/2, y = −1

= e(4 × 1
2 + 4 × 1 + 8 × (−1) + 4) = e(2 + 4 − 8 + 4) = 2e

B = fxy(
1

2
, −1) = e(4 × (−1) + 4) = e(0) = 0

C = fyy(
1

2
, −1) = 2e

AC − B2 = 2e × 2e − 02 = 4e2 > 0

A = 2e > 0

AC − B2 > 0 A > 0

f ( 1

2
, −1) = e2× 1

2 ( 1

2
+ (−1)2 + 2 × (−1)) = e( 1

2
+ 1 − 2) = e(−

1

2
) = −

e

2

f(x, y) ( 1

2
, −1) −

e

2

AC − B2 > 0 A > 0
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