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第二章 控制系统状态空间表达式的解

1、对
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如何求解出x(t)，X(k),分析动态过程

2、内容：

（1）线性定常系统、时变系统、离散系统状态方
程的解；

（2）连续系统状态方程离散化。
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2.1   线性定常系统齐次状态方程的解

由 )()()( tButAxtx +=

当 0)( =tu 0)()( =− tAxtx 一阶齐次微分方程组

t= t0  初始状态为 )t(x 0

0=t 初始状态为 )(x 0

自由解：系统在没有输入的情况下，由初始

状态引起的自由运动。
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一、矩阵指数法：－－关键求
Ate

0=− )t(Ax)t(x设 的解为：

，





+++++=
=+++++=

−12
321

0
2

210
32)(

)0(,)(
k

k

k
k

tkbtbtbbtx
bxtbtbtbbtx

),()( tAxtx = 对应于t的同次幂系数相等
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因为 2 21 11
2! !

At k ke at a t a t
k

= + + + + 

即  +++++= kkAt tA
!k

tA
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则齐次状态方程的解

无法显示该图片。

)0()( XetX At=

当初始时刻为 0t ，则 )t(X)t(X
tt 0

0
=

=

解为： )t(Xe)t(X )tt(A
0

0−=

证明： )(Xe)t(X At 00
0 = )t(Xe)(X At
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矩阵指数函数
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例2.2   用状态变量法求解方程
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解：选状态变量为 yx =2yx =1



机电工程系

cos sin
2.1
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At t t
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由例 知
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解为

1( ) ( ) (0)cos (0)siny t x t y t y t= = + 
得原方程的解为:
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通过例2.1和例2.2要求着重理解求解状态方程的
思路

)0()(
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xetx
tAxtx

At=
= 的解为



机电工程系

Ate 的性质
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Ate收敛 对所有有限时间绝对收敛
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dt
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( ) 2121:.3 AtAtttA eee =+分解

( ) AtAt ee −−
=

1
:.4可逆



机电工程系

二、拉氏变换法

)0()(
)()(

0 xtx
tAxtx

t =
=

=



[ ]
的另一种方法也可理解为求

即
At

At

e
AsILe ,11 −− −=

)0()()(
)()0()(

xsAxssx
sAxxssx

=−
=−

[ ]
[ ] )0()(

)0()(
1xAsIsx

xsxAsI
−−=

=−

[ ] )0()()( 111 xAsILsxLtx −−− −==



机电工程系
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X1(t)

t

X2(t）

X1(t)

X1(0)=1





= 0
1X(0)
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2.2状态转移矩阵

一、定义：

( ) ( )tAXtX =将 的解写成 ( ) ( ) ( ) ( )00 XtXetX At Φ==
( )tΦ 是满足 ( ) ( ) ( ), 0t A t IΦ = Φ Φ = 的n×n的矩阵

证明 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0X X IX= Φ =

说明 ( ) ( ) ( )0XttX Φ= 是方程的唯一解

得： ( ) ( )[ ]11 −− −==Φ AsILet At

( )0 I∴Φ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0X t t X AX t A t X= Φ = = Φ 

( ) ( )t A t∴Φ = Φ



机电工程系

意义：说明齐次方程的解仅是初始状态的转移。

( )tΦ 称为状态转移矩阵。线性定常方程 ( )tΦ 即为 Ate
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二、 的几条重要性质( )tΦ

1. ( ) IeA ==Φ 00

分解2. ( ) ( ) 2121
21

AtAtttA eeett ==+Φ +

( ) ( ) ( ) ( )1221 tttt ΦΦ=ΦΦ=

有逆3. ( ) ( ) ( )[ ] 11 −−− −Φ===Φ teet AtAt 或 ( ) ( )tt −Φ=Φ−1
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传递4、 )tt()tt()tt( 020112 −φ=−φ−φ 称为传递性

有逆5、 )tt( 0−φ 必有逆，即 )tt( −φ 0

写成 )tt()tt( −φ=−φ−
00

1

6、 [ ] )kt()t( k φ=φ
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2.3   线性定常系统非齐次状态方程解
---在输入u(t)作用下的强迫运动

BuAxx += )t(Bu)t(Ax)t(x =−

同左乘
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讨论

无法显示该图片。

τττ dBue
t

t

tA∫ −

0

)()(

)(x)t( 0φ1、 为零输入解，表示初始状态引起的自由

运动，或初始状态的转移项。

2、 表示由控制作用引起的强迫运动。

3、适当选择u(t)，可使系统状态在状态空间获得满足
要求的最佳轨迹
4、当初始时刻 0tt = 时，初始状态为 )t(x 0

)tt(A

t

t

e)tt(

d)(Bu)t()t(x)tt()t(x

0

0

0

00

−=−φ

τττ−φ+−φ= ∫

解由两部分组成
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2.4   线性时变系统状态方程的解

x
t

x 







=

0
10



)()()( txtAtx =

线性时变系统的状态方程为 u)t(Bx)t(Ax +=
（1）不一定有解

（2）当A（t)、B(t)在定义区间绝对可积时，对每一初
始态存在唯一解。

时变系统中A、B随t变化，如

)t(x)t(x ott
=

= 0

其解为： )t(x)t,t()t(x 00φ=
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一、齐次矩阵微分方程的解

)()()( txtAtx =

)t(x)t(x ott
=

= 0

其解为： )t(x)t,t()t(x 00φ=

0 0

0 0

( , ) ( , )
( , )
t t A t t
t t I

ϕ ϕ
ϕ

=
=



0( , )t tϕ 是n*n阶非奇异方阵，且满足
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证明：

[ ] )(),()()(),( 0000 txtttAtxtt
dt
d φφ =

即 ),()(),( 00 tttAtt φφ =

将t=t0代入解中

Itt
txtttx

=∴
=

),(
)(),()(

00
0000

φ
φ

)t(x)t,t()t(x 00φ=∴ 是齐次矩阵的解

将解带入齐次方程,得
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讨论：

1. 齐次解与定常系统一样，也是初始状态的转
移,φ(t,t0)称为时变系统的状态转移矩阵。

2. 将定常系统中的φ(t),φ(t-t0)改为φ(t,t0)定常系统
可推广到时变系统。
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二、非齐次矩阵微分方程的解

)t(u)t(B)t(x)t(A)t(x +=

其解为： ττττφ+φ= ∫ d)(u)(B),t()t(x)t,t()t(x
t

t0
00
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三，状态转移矩阵 0( , )t tϕ

1. )t,t( 0φ 与 )t(φ )tt( 0−φ 对比

共同：形式和性质类似

区别：本质不同，但Φ(t,t0)既是t的函数，也是
t0的函数

即：Φ(t)是t的函数

Φ(t-t0)是（t-t0）的函数

Ate
)tt(Ae 0−
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2.Ф（t,t0）的计算式－展开成级数，可用数值方法计算

+



++= ∫∫∫ 12210 )()()(), 1

000

ττττττφ
τ

ddAAdAItt
t

t

t

t

t
（

证明：两边各项求导，可得

IItt
tttAtt

=+++=
=





00),(
),()(),

00
00

φ
φφ（

满足齐次解中的条件
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2.5   离散时间系统状态方程的解

离散系统

)()()(

)0()(),()()1(
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kDukCxky

xkxkHukGxkx
k

+=

=+=+
=
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一、递推法（迭代法）



2()1()0()0()2()2()3(
)1()0()0()1()1()2(

)0()0()1(

23

2

HuGHuHuGxGHuGxx
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+++=+=

++=+=

+=
在方程中依次令k=0,1,2, …T=1秒

方程解： 1
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k
k k j

j
x k G x G Hu j k j
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− −
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= + = =∑  

Gkx(0)－表示初始状态x(0)的组合，零输入响应

－表示输入作用u(j)的组合，输入作用响应
1

1

0
( )

k
k j

j
G Hu j

−
− −

=
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参照齐次解x(t)= Φ(t)x(0)    x(k)=Gkx(0)， 状态转
移阵 Φ(k)=Gk ，且满足Φ(k+1)=GΦ(k)   Φ(0)=I,
描述系统由t=0到t=kT状态的转移。

)()()(

)()1()0()()(
1

0
kDukCxky

jHujkxkkx
k

j
+=

−−+= ∑
−

=
φφ

讨论
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二 、z变换法

 对x(k+1)=Gx(k)+Hu(k)
 z变换：zx(z)-zx(0)=Gx(z)+Hu(z)
 (zI-G)x(z)=zx(0)+Hu(z)
 x(z)=[zI-G]-1zx(0)+ [zI-G]-1Hu(z)
z反变换：

 x(k)=Z-1[(zI-G)-1z]x(0)+Z-1[(zI-G)-1Hu(z)]
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( 1) ( ) ( )
0 1 1

;
0.16 1 1

x k Gx k Hu k

G H

+ = +

   
= =   − −   

k
kGk 





−−== 116.0
10)(φ

例2.4已知离散时间系统的状态方程

试求当初始状态 ，控制作用为u(k)=1时，此
系统Φ(k)和x(k)

解：根据定义

按上式直接计算Φ(k)有一定困难，为此，将原状态方
程变换成约旦标准型，即将G变换为对角线型。


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0)(x
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令 )(~)( kxTkx = ，代入原式得

)()(~)1(~ 11 kHuTkxGTTkx −− +=+

相应地有 ( )1 1

1
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( ) ( ) (0) ( ) ( 1)
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该式右边第二项

[ ]
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−

 + − + − + + −
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
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2.6   连续时间系统状态方程的离散化

(1)用计算机对连续时间系统状态方程求解

－需先将其状态方程化为离散方程

(2)对连续受控对象进行计算机在线控制

－受控对象模型离散化

Cxy
BuAxx

=
+=
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一、线性定常系统状态方程的离散化
－（按非齐次状态方程解，求出）

线性定常系统状态方程的解为：

常数取 ==τ+==

τττ−Φ+−Φ= ∫
)kT(u)(u,T)k(t,kTt

d)(Bu)t()t(x)tt()t(x
t

t

10

00
0

假设：(1)t=kT,T为采样周期，且很小,k=0,1,2…为
一正整数

 （2）u(t)只在采样时离散化，即在
kt≤t≤(k+1)T,u(t)=u(kT)=常数，0阶保持
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( 1) ,
:

([( 1) ] ( ) ( ) ( ) ( )

t k T dt d

x k T G T x kT H T u kT

τ τ= + − = −

+ = +

设

得连续离散化方程

∫
+ −++Φ=+ Tk

kT dkTBuTkktxTTkx )1( )(])1[()()(])1([( ττφ

( 1) [( 1) ]

( ) ( )

( )

AT

k T A k T

kT

G T T e

H T e Bdτ τ
+ + −

= Φ =

= ⋅∫
令

0 0

,
1 , 0

( ) ( )
T TAT

kT t T
k T t

H T e Bdt t Bdt

τ
τ
= =

=

= = Φ∫ ∫

下限 相当于

上限 ＝（ ＋） 相当于

则：

( ) ( ) ( )t kT y kT Cx kT Du kT
C D

= = +即 时刻，

离散后 与 不改变
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将连续状态方程离散化步骤

1 11 ( ) [ ]Att e L SI A− −Φ = −、求 ＝

2 ( ) ( ) ( )G T T t t T= Φ = Φ =、

0
3 ( )

T AtH T e Bdt= ∫、求

4 [( 1) ] ( ) ( ) ( ) ( )x k T G T x kT H T u kT+ = +、求
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0 1 0
2.5 ,

0 2 1
x x u   
= +   −   
例 已知控制对象满足 求其离散化方程






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

 −
=Φ=
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= t
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Tt e
)e(/
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
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e
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1 1
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e
t L SI A

e

−
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−

 −
Φ = − =  

 
（）
解:
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说明：

(1)当T选定后（如T＝0.5秒）G(t)和H(t)都是确定
的系数矩阵

(2)离散化后得状态方程，可按递推法或Z变换法
求出解

∑
−

=
−−Φ+Φ=

1

1
)()1()0()()(

k

j
jHujkxkkx
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二、线性时变系统状态方程的离散化

按导数定义近似求出，也称近似计算方法。
假设T很小T≤0.1Tmin（最小时间常数），精
度要求不高时，可用差商代替微商。

0

[ , ( 1) ]
[( 1) ] ( )( ) lim

T

kT k T
x k T x kTx t

T→

+
+ −

=

求取 区间的导数

0

( ) ( )( ) lim
t

t kT
x t t x tx t

t∆ →

=
+ ∆ −

=
∆



：
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)()(
)()(

)()()()(])1[(
)()()()]([])1[(

)()()()()(])1[()(

kTTBkTH
kTTAIkTG

kTukTHkTxkTGTkx
kTukTTBkTXkTTAITkx

kTukTBkTxkTA
T

kTxTkxkTx

=
+=

+=+
++=+

+=
−+

=

∗

∗

∗∗



比较:

当 ATIATATIeTkTG AT +≈+++==Φ=∗


2)(
!2

1)()(

T的值越小,近似程度越高
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又 BdtAtAtIBdtekTH TT AT ])(
!2

1[ 2
00 +++== ∫∫∗ ）（

T很小,t就很小,将包含t的各式略去

∫ =⋅⋅= T BTdtBI0

结论：上式为近似计算方法
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例2.6   已知时变系统

u
e

ex
e

ex t
t

t

t








−

+












−
−= −

−

−

−

)1(50
55

)1(50
)1(50

5
5

5

5


试将它离散化，并求出输入和初始条件分别为

近似解时，方程在采样时刻的



=



= 0

0)0(,1
0)( xtu
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(1) : 0.2 0.2
1 0 0 5(1 ) 1 1

( ) ( ) 0.2
0 1 0 5( 1) 0

5 5 1
( ) ( ) 0.2

0 5(1 ) 0 1

k k

k k

k k

k k

T t kT k

e e
G KT I TA kT

e e

e e
H kT TB kT

e e

− −
∗

− −

− −
∗

− −

= = =

   − − 
= + = + =     −     

   
= = =   − −   

解法 离散化，取 秒，

1 1 1

2 2 2

[( 1) ] ( ) ( ) ( ) ( )

[( 1) ] ( ) ( )1 1 1
[( 1) ] ( ) ( )0 0 1

k k

k k

x k T G kT x kT H kT u kT

x k T x kT u kTe e
x k T x kT u kTe e

∗ ∗

− −

− −

+ = +

+    −     
= +        + −        

代入

得：离散化方程为
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（2）用递推法求离散方程的近似解：

取k＝0，1，2，…，T＝0.2秒，并代入输入函数和初
始条件可得近似解：

1

2

(0.6) 1 0.865 1.37 1 0.135 0 2.05
(0.6) 0 0.135 0.63 0 0.865 1 0.95

x
x
           

= + =           
          

递推求下去

1

2

1

2

(0.2) 1 0 0 1 1 0 1
(0.2) 0 1 0 0 0 1 0

(0.4) 1 0.63 1 1 0.37 0 1.37
(0.4) 0 0.37 0 0 0.63 1 0.63

x
x

x
x

           
= + =           
          

           
= + =           
          
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三、计算机控制系统的状态空间表达式

（一）计算机控制系统的组成

 连续部分：保持和被控对象串联

 离散部分：数字计算

（二）连续部分离散化，求被控对象离散化状态
方程。
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（三）系统的离散化状态空间表达式：

根据系统结构确定系统的离散状态方程和输出方
程。特点u(kT)=r(kT)-y(kT)=r(kT)-Cx(kT),
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例2.7   求如图所示的计算机控制系统的状态方程
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解：对象 的状态方程和输出方程为)1(
1
+ss

[ ] 







==









+
















−

=








2

1
1

2

1

2

1

01

1
0

10
10

x
x

xy

u
x
x

x
x




说明：

u(t)是零阶保持器的输出，即u(kT)=常数满足假
设，可离散化
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方法1、线性定常系统离散化

1 1 1 1
(1) [ ]

0

t
At

t

e
a e L sI A

e

−
− −

−

 −
= − =  

 
、

1

2

( )1 1 1
( )

( )0 1

T T

T T

x kTe T e
u kT

x kTe e

− −

− −

   − + − 
= +     −    

1 1
( )

0

T
AT

T

e
b G t e

e

−
∗

−

 −
= =  

 
、

0 0

01 1 1
( )

10 1

t TT TAT
t T

e T e
c H T e Bdt dt

e e

− −
∗

− −

   − + − 
= =     −    

∫ ∫、

[( 1) ] ( ) ( ) ( ) ( )d x k T G T x kT H T u kT∗ ∗+ = +、
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（2）由u(kT)=r(kT)-y(kT)=r(kT)-x1 (kT),代入，得系统的离散化
状态方程。
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e
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令T＝0.1秒，得系统离散化状态空间表达式
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方法2、近似离散化 A(kT)=A定常 B(kT)=B
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系统离散状态方程（T＝0.1）
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输出

可见T较小时，
两种方法得
状态空间表
达式近似相
等。

离散方程求解可按2.3递推法或Z变换求解
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