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本章内容为:



5.1 引言

线性定常系统综合：给定被控对象，通过设计控制器的结构和参数，
使系统满足性能指标要求。

5.2 状态反馈和输出反馈

5.2.1  状态反馈

线性定常系统方程为：
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假定有n 个传感器，使全部状态变量均可以用于反馈。

KxVu −= （2）

其中，K 为 反馈增益矩阵；V 为r 维输入向量。nr×



则有
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5.2.2    输出反馈

采用

HyVu −= （4）

H 为 常数矩阵mr×
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两者比较：状态反馈效果较好；

输出反馈实现较方便。

5.3 状态反馈的能控性和能观测性

线性定常系统方程为
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引入状态反馈 KxVu −= （7）
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定理5-1 线性定常系统（6）引入状态反馈后，成为系统（8），不
改变系统的能控性。

对任意的K 矩阵，均有证明
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（9）式说明，引入状态反馈不改变系统的能控性。但是，状态
反馈可以改变系统的能观测性，见例5-1。



5.4  极点配置

定理 线性定常系统可以通过状态反馈进行极点配置的充分必要条
件是：系统状态完全能控。

状态反馈 Kx−=Vu （11）

线性定常系统
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因为A 和 b 一定，确定K 的就可以配置系统的极点。

经过线性变换 ，可以使系统具有能控标准形。xPx 1−=

（13）
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（15）
引入状态反馈

xKxKPKx −=−=−= − VVVu 1

令 [ ]110
1

−
− == nkkk KPK （16）

其中 为待定常数110 ,,, −nkkk 
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状态反馈系统特征多项式为
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设状态反馈系统希望的极点为 nsss ,,, 21 

其特征多项式为
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比较（17）式和（18）式，选择 使同次幂系数相同。有ik
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而状态反馈矩阵 [ ]110 −== nkkk PKK



例5-3 某位置控制系统（伺服系统）简化线路如下

Dii iKu =
为了实现全状态反馈，电动机轴上安装了测速发电机TG，

通过霍尔电流传感器测得电枢电流 ，即 。已知折算到电
动机轴上的粘性摩擦系数 、转动惯量 ；电
动机电枢回路电阻 ；电枢回路电感 ；电动势系数
为 、电动机转矩系数为 。选择 、 、

作为状态变量。将系统极点配置到 和 ，求K 阵。
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解 1. 建立系统状态空间模型
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将主反馈断开，系统不可变部分，代入参数后，系统方程为
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2.  计算状态反馈矩阵
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3rank =CQ 所以系统能控

计算出状态反馈矩阵 [ ] [ ]1.02.14210 == KKKK

状态反馈系统的状态图如图（c）所示（没有画出 ）。FT
经过结构变换成（d）图所示的状态图

10 =′K因为位置主反馈 ，其他参数的选择应该满足：
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验证：求图（d）系统的传递函数，其极点确实为希望配置的极
点位置。



5.5  镇定问题

镇定问题—— 非渐近稳定系统通过引入状态反馈，实现渐近稳定

（23）

定理5-2 SISO线性定常系统方程为
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显然，能控系统可以通过状态反馈实现镇定。

如果系统不能控，引入状态反馈能镇定的充要条件为：不能控的状
态分量是渐近稳定的。

（证明请参见教材163页）

那么，如果系统不能控，还能不能镇定呢？请见定理5-2。



当系统满足可镇定的条件时，状态反馈阵的计算步骤为

1） 将系统按能控性进行结构分解，确定变换矩阵 1P

C
~A2）确定 ，化 为约当形式2P CA

3） 利用状态反馈配置 的特征值，计算1
~A 1

~K

4） 所求镇定系统的反馈阵 [ ] 121 0~ PPKK =

例5-5 系统的状态方程为
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试用状态反馈来镇定系统。

解 矩阵A 为对角阵，显然系统不能控。不能控的子系统特征值为

-5，因此，系统可以镇定。



能控子系统方程为
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5.6 状态重构和状态观测器

问题的提出：状态反馈可以改善系统性能，但有时不便于检测。
如何解决这个问题？

答案是：重构一个系统，用这个系统的状态来实现状态反馈。

（24）系统方程为
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重构一个系统，该系统的各参数与原系统相同
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当两个系统的初始状态完全一致，参数也完全一致，则 。但
是实际系统总会有一些差别，因此实际上 。
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当 时， 也不为零，可以引入信号 来校正系统
（25），它就成为了状态观测器。
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其中， 为 矩阵G nn×
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由（28）式可知，如果适当选择G 矩阵，使(A-GC) 的所有特征值
具有负实部，则

式（27）系统就是式（24）系统的状态观测器， 就是重构的状态。
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定理5-3 系统的状态观测器存在的充分必要条件是：系统能观测，
或者系统虽然不能观测，但是其不能观测的子系统的特征值具有负
实部。

（证明请参见教材167页）

定理5-4   线性定常系统 的观测器Cxy
BuAxx

=
+= }

GyBuxGCAx ++−= ˆ)(ˆ （30）
可任意配置极点的充分必要条件是系统能观测并且能控。



例5-6  系统方程为 u
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同次幂系数分别相等，可以得出
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几点说明：

1） 希望的特征值一定要具有负实部，且要比原系统的特征值更
负。这样重构的状态才可以尽快地趋近原系统状态。

2）状态观测器的特征值与原系统的特征值相比，又不能太负，否
则，抗干扰能力降低。

3）选择观测器特征值时，应该考虑到不至于因为参数变化而会有
较大的变化，从而可能使系统不稳定。



5.7 降阶观测器

1.  降阶观测器的维数

定理 5-5  若系统能观测，且rankC = m，则系统的状态观测器的最
小维数是(n-m)。

（证明略）
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因为有m 维可以通过观测 y 得到，因此有(n-m)维需要观测。
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（31）

得到如下形式的系统方程
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可见 可以通过 观测到，需要对 维的 进行估计。2x y )( mn − 1x

因此，降阶观测器的维数为(n-m)
2.  降阶观测器存在的条件及其构成

将（31）式改写成
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于是有(n-m) 阶的子系统：
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为了在观测器中不出现微分项，引入以下变换，
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5.8  带有状态观测器的状态反馈系统

SISO线性定常系统
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全阶状态观测器
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状态反馈 xK ˆ−=Vu （42）
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写成矩阵形式
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其中 为误差估计xxx ˆ~ −=



对（43）式进行线性变换，得到如下方程
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x
x̂bKA−

GCA−

GCA−bKA−由上式可见， 的特征值与 的特征值可以分别配置，
互不影响。 这种 的特征值和 特征值可以分别配置，
互不影响的方法，称为分离定理。需要注意： 的特征值应该
比 的特征值更负，一般为四倍左右，才能够保证 尽快跟
上 ，正常地实现状态反馈。

bKA− GCA−



这时传递函数为
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5.9 渐近跟踪与干扰抑制问题

5.9.1    渐近跟踪问题

右图所示反馈控制系统

)(
)(

)(
sd
sn

sg
g

g= )(
)()(

sd
snsg

C

C
C =

一般很难做到在所有时间上都有 ， 但 ，
就有可能做到，即：

)()( trty = ∞→t )()( trty →

0)]()([lim)(lim =−=
∞→∞→

tytrte
tt

稳态时，实现了 跟踪 ，称为渐近跟踪。)(ty )(tr



在经典控制理论中，已经讨论过典型输入信号时的情况。

)(ty )(tr但是，对于 不是典型输入信号，则 跟踪 的条件是什
么？

)(tr

输入和误差信号的拉氏变换式分别为

)(
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)()()()(
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)(
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sn

snsnsdsd
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r
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CgCg

Cg ⋅
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=

显然，输入信号的分母 中那些实部为负的根，当 时
对稳态误差无影响；只有那些位于 右半闭平面（包括虚轴的右半
平面）的根，对稳态误差有影响。

0)( =sdr ∞→t
s



当 的全部极点位于 左半开平面时，要使s)(ssE

0
)(
)(

)()()()(
)()(

lim)(lim)(lim
00

=⋅
+

===
→→∞→ sd

sn
snsnsdsd
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sssEtee

r

r

CgCg
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sstss

必须有

1） 的所有根实部均为负。0)()()()( =+ snsnsdsd CgCg

)(sdr2） 在 右半闭平面的零点也是 的零点。s )()( sdsd Cg

上面两个条件成立时，就实现了渐近跟踪，即 有 。
其中，第2个条件就是著名的内模原理。

∞→t )()( trty →



5.9.2  内模原理

)()( ssd rg φ
假定 的某些根具有零实部或正实部，令 是 中不稳定的
极点构成的多项式。 和 互质。则

)(sdr )(srφ )(sR
)(sng

)(
)(

)()()()()(
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)()()(
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snsnsdssd
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sYsRsE
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rgC φ
φ

⋅
+

=−=

)(snC

由于 中的不稳定的零点均被 精确地消去，所以，只要选
择 、 使 的根具有负实部。
即：用 镇定系统，则 时，有 ，
实现了渐近跟踪。这就是内模原理.

)(sdr )(srφ
)(sdC 0)()()()()( =+ snsnsdssd gCgrC φ

)(sgC ∞→t 0)()()( →−= tytrte



5.9.3   干扰抑制问题

如果系统存在确定性干扰，
如右图所示。

当 时， ，使 ，称为干扰抑制问题。0)( =tr ∞→t 0)( →ty f

如果 为正则有理函数，假定 的某些根具有零实部

或负实部。令 是 的不稳定极点构成的s多项式。于是
的所有根均具有零实部或正实部。将内模 放入系统中，选
择 使反馈系统成为渐近稳定的系统。
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由 作用引起的系统输出)(tf
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)(sd f

0)( →ty f∞→t
由于 中的不稳定的零点均被 精确地消去，故 的所有
极点都具有负实部。因此，当 时， 。从而实现了
干扰抑制。

)(sfφ )(sYf



5.9.4   渐近跟踪与干扰抑制

)(sgC

)(/1 sφ如果 ， ，通过在系统中引入内模 ，若 是

和 的不稳定极点之最小公分母。 设计补偿器 ，就可
以实现渐近跟踪和干扰抑制。

0)( ≠tr 0)( ≠tf )(sφ

)(sR )(sf

2）内模 的系数不允许变化，否则无法实现精确对消。虽然
现实中，很难极其精确地对消，由于 和 大多数是有界的，
输出仍然可以跟踪输入，只是有有限的稳态误差。

)(/1 sφ
)(tr )(tf

两点说明：

1）内模 的位置要求并不高，只要不位于从 到 和从

到 的前向通道中即可 。

)(/1 sφ )(sR )(sE
)(sF )(sY



5.9.5   状态空间设计法

系统方程为 )(tfu fbbAxx ++=
)(tfuy fddCx ++= } （47）

为能控， 为能观测。{ }bA { }CA

（48）

为干扰信号，认为它是在未知初始条件下，由以下系统产生。)(tf

fftf xC=)(
fff xAx = }

（49）

认为是在未知初始条件下，由以下系统产生。)(tr

rrtr xC=)(
rrr xAx = }

和 为能观测，要求设计的系统实现渐近跟踪与
干扰抑制。

{ }ff CA { }rr CA



设 )det()( ff ss AI −=φ )det()( rr ss AI −=φ

)(srφ)(sfφ 和 在s右半闭平面零点的最小公倍式为 )(sφ

01
1

1)( asasass m
m

m ++++= −
− φ

)(sφ 的所有零点都具有非负实部，内模 可实现为)(1 s−φ

CCy x=

eCCCC bxAx += } （50）
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其中



duryre −−=−= Cx
rdudur CCCCCCCCC bbCxbxACxbxAx +−−=−−+= )(

组合系统的状态方程为

ru
d CCCCCC









+








−

+















−

=







bb

b
x
x

ACb
A

x
x 00






当 时，状态反馈的组合系统特征多项式为0=d
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对状态反馈组合系统，如果给出(n+m)个希望极点，求出 )(Δ* s
CKK

)(Δ* s
CKK )(Δ s

CKK比较 和 ，即可以求得K 和KC ，如此设计的系统，即
可以实现渐近跟踪和干扰抑制。



5.10 解耦问题





=
+=

Cxy
BuAxx线性定常系统方程为

（51）

引入状态反馈 KxFVu −=

其中K 为反馈阵，

F为输入变换矩阵。

BFVxBKAKxFVBAxx +−=−+= )()(

Cxy = （52）

状态反馈系统的传递函数矩阵为
BFBKAICG 1)]([)( −−−= ssKF

所谓解耦问题，就是寻求适当的K 和F 矩阵使得状态反馈传递函数
矩阵 为对角阵。)(sKFG

[ ])()()(diag)( 2211 sgsgsgs mmKF =G



5.10.1   关于 的两个不变量)(sKFG

如果 为严格正则有理传递函数矩阵，可以表示为如下形式)(sKFG
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其中， 为 的第k 个元素分母多项式和分子多项
式次数之差，
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例5-9  传递函数矩阵如下，求不变量 id

解 对于 来说， ， 因此),,(1 FKG sT 11211 =−=σ 20212 =−=σ
{ } 01min),( 12111 =−= σσFKd

对于 来说， ， 因此),,(2 FKG sT 20221 =−=σ 20222 =−=σ

{ } 11min),( 22212 =−= σσFKd

),,( FKG sT
i约定：对于 为零向量时， nFKdi =),(



定义2 （55）),,(lim),( 1 FKGFK ssr T
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这是一个m 维非零向量。它是这样构造的：对于1×m 的行向
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5.10.2   能解耦性判据

定理5-6   一个具有传递函数 的系统，能用状态反馈

实现解耦的充分必要条件是以下矩阵非奇异。
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（证明请参见教材184页。这是构造性证明
方法。即：定理证毕，K, F矩阵即可求出）



例5-10  系统方程如下，要求用状态反馈实现系统解耦。
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4）状态反馈的方程为
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上面介绍的是积分解耦系统。而对于实际工程系统来说，要求系统
为李亚普诺夫意义下渐近稳定。实现方法见教材187页。



5.11 MATLAB的应用
5.11.1    极点配置

线性系统是状态能控时，可以通过状态反馈来任意配置系统的
极点。把极点配置到S左半平面所希望的位置上，则可以获得满意
的控制特性。

状态反馈的系统方程为 BvxBKAx +−= )(

Cxy =



在MATLAB中，用函数命令place( )可以方便地求出状态反馈
矩阵K；该命令的调用格式为：
K = place(A,b,P)。P为一个行向量，其各分量为所希望配置的各
极点。即：该命令计算出状态反馈阵K，使得（A-bK）的特征值为
向量P的各个分量。使用函数命令acker( )也可以计算出状态矩阵K，
其作用和调用格式与place( )相同，只是算法有些差异。

例5-12   线性控制系统的状态方程为 uBAxx +=

其中
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要求确定状态反馈矩阵，使状态反馈系统极点配置为

101 −=s 112 −=s 123 −=s



解 首先判断系统的能控性，输入以下语句

语句执行结果为

这说明系统能控性矩阵满秩，系统能控，可以应用状态反馈，
任意配置极点。

输入以下语句

语句执行结果为



计算结果表明，状态反馈阵为 [ ]131435127=K

注：如果将输入语句中的 K=place(A,B,P) 改为
K=acker(A,B,P)，可以得到同样的结果。

5.11.2     状态观测器设计

在MATLAB中，可以使用函数命令acker( )计算出状态观测器
矩阵 。调用格式 ，其中AT 和 CT 分别是A 和
B 矩阵的转置。P为一个行向量，其各分量为所希望的状态观测器
的各极点。GT为所求的状态观测器矩阵G 的转置。

),,acker( PCAG TTT =

例5-13   线性控制系统的状态方程为 uBAxx +=
Cx=y

其中
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要求设计系统状态观测器，其特征值为:－3, －4, －5。



解 首先判断系统的能观测性，输入以下语句

语句运行结果为 说明系统能观测，可以设计状态观测器



输入以下语句

语句运行结果为

计算结果表明，状态观测器矩阵为
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状态观测器的方程为

uy BGxGCAx ++−= ˆ)(ˆ uy















+
















−+

















−−

−−
=

1
0
1

210
103

120
ˆ

2210210
1105103
0120119

x



5.11.3   单级倒立摆系统的极点配置与状态观测器设计

1. 状态反馈系统的极点配置及其MATLAB/Simulink仿真

例3-5中给出的单级倒立摆系统的状态方程为

u
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首先，使用MATLAB，判断系统的能控性矩阵是否为满秩。
输入以下程序

计算结
果为



根据判别系统能控性的定理，该系统的能控性矩阵满秩，所以
该系统是能控的。因为系统是能控的，所以，可以通过状态反馈来
任意配置极点。

不失一般性，不妨将极点配置在

61 −=s 5.62 −=s 73 −=s 5.74 −=s

在MATLAB中输入命令

得到计算结果为

因此，求出状态反馈矩阵为
[ ]175.1495.488175.12275.204 −−−−=K



采用MATLAB/Simulink构造单级倒立摆状态反馈控制系统的
仿真模型，如下图所示。

首先，在MATLAB的Command Window中输入各个矩阵的值，
并且在模型中的积分器中设置非零初值。然后运行仿真程序。



得到的仿真曲
线如右图所示

从仿真结果可以看出，可以将倒立摆的杆子与竖直方向的偏角控制
在 （即小球和杆子被控制保持在竖直倒立状态）。0=θ



2. 状态观测器实现状态反馈极点配置及其仿真

首先，使用MATLAB，判断系统的能观性矩阵是否为满秩。输
入以下程序

计算结果为

因为该系统的能观测性矩阵满秩，所以该系统是能观测的。因
为系统是能观测的，所以，可以设计状态观测器。而系统又是能控
的，因此可以通过状态观测器实现状态反馈。



234 −=s223 −=s212 −=s

设计状态观测器矩阵，使的特征值的实部均为负，且其绝对值
要大于状态反馈所配置极点的绝对值。通过仿真发现，这样才能保
证状态观测器有足够快的收敛速度，才能够保证使用状态观测器所
观测到的状态与原系统的状态充分接近。不妨取状态观测器的特征
值为： 201 −=s

输入以下命令 计算结果为

求出状态观测器矩阵为 [ ]T24312040590278090 −−=G



如果采用MATLAB/Simulink构造具有状态观测器的单级倒立
摆状态反馈控制系统的仿真模型，如下图所示。



首先，在MATLAB的
Command Window中输
入各个矩阵的值，并且在
模型中的积分器中设置非
零初值。然后运行仿真程
序。得到的仿真曲线如右
图所示。

比较两个仿真结果，具有状态观测器的单级倒立摆状态反馈
系统的控制效果和没有状态观测器的控制系统的控制效果十分接
近，令人满意。



第5 章 结束
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