
第4章 控制系统稳定性
对于非线性、时变、多输入多输出控制系统稳定性问题的研究，

经典控制理论无能为力。只有利用俄罗斯科学家李亚普诺夫（A. M. 
Lyapunov）的稳定性理论来分析和研究。

A. M. Lyapunov于1892年出版专著《运动系统稳定性的一般
问题》，使得Lyapunov稳定性理论已经成为控制理论的最重要的
几个柱石之一。

本章的主要内容为

1.   引言

2.   李亚普诺夫意义下稳定性的定义

3.   李亚普诺夫第二法



5.   线性定常离散系统的稳定性

4.   线性连续系统的稳定性

6.   有界输入-有界输出稳定

7.   非线性系统的稳定性分析



4.1 引言

李亚普诺夫将稳定性问题的研究归纳为两种方法。

第一种方法是求出线性化以后的常微分方程的解，从而分析原
系统的稳定性。

第二种方法不需要求解微分方程的解，而能够提供系统稳定性
的信息。

对于非线性、时变、多输入多输出系统来说，第二种方法特别
重要。李亚普诺夫第二法又称为直接法。

这种方法是基于一种广义能量函数及其随时间变化的特性来研
究系统稳定性的。以下通过一个例子来说明。



例4-1  一个弹簧－质量－阻尼器系统，如下图示。系统的运动由如
下微分方程描述。

0=++ kxxfxm 

令 1=m 0=++ kxxfx  （1）

选取状态变量 xx =1 12 xxx  ==

则系统的状态方程为
212 fxkxx −−=

21 xx = } （2）



在任意时刻，系统的总能量
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可见，只有在 时， 。在其他各处均有 ，
这表明系统总能量是衰减的，因此系统是稳定的。

02 =x 0/dd =tE 0/dd <tE

Lyapunov第二法是研究系统平衡状态稳定性的。



平衡状态—— 一般地，系统状态方程为 ，其初始状态
为 。系统的状态轨线 是随时间而变化的。当且仅当

（当 t≥t0 ）则称 为系统平衡。

),( txfx =
)( 0tx )(tx exx →

ex

ex 如果不在坐标原点，可以通过非奇异线性变换，使 ，

因此，平衡状态的稳定性问题都可以归结为原点的稳定性问题。

0=ex



4.2 李亚普诺夫意义下稳定性的定义

4.2.1    稳定的定义
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非线性时变系统
0=ex

),( txfx = } （4）

（6）

（5）

0),( >tεδ

et xx −)( 0 ≤ ),( 0tεδ

定义 对于任意给定的实数 ，都对应存在实数 ，使0>ε
满足

的任意初始状态 出发的轨线 有00 )( xx =t )(tx

et xx −)( ≤ε （对所有 t ≥t0）

成立，则称 为Lyapunov意义下是稳定的。0=ex

• ——表示求欧几里德范数。
（即：表示空间距离）



Lyapunov意
义下稳定

渐进稳定 渐进稳定

4.2.2   渐近稳定

0=ex

如果系统的平衡状态 是稳定的。
从平衡状态的某个充分小的领域内出发
的状态轨线 ，当 时，收敛于

，则称 为渐近稳定。

0=ex

)(tx ∞→t

0=ex



更精密的叙述如下：

0=ex

ε<− et xx )()(tx
0=ex如果系统的平衡状态 ，对于 ，存在 和

，当 时，从 出发的 ，都有

并且 充分大时， 就充分小。则称 为Lyapunov意义下
渐近稳定。当 与 、 无关时 ，则称 为一致渐近稳定。

0tT > δ ε
Tt > δ<− et xx )( 0

T ε 0=ex
0t T ε



4.2.3   大范围渐进稳定

如果 是整个状态空间中任一点，并且都有

则为大范围渐近稳定或称为Lyapunov意义下全局渐近稳定。

00 )( xx =t et
t xx =
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当稳定性与 的选择无关时，称一致全局渐近稳定。0t
不稳定

4.2.4   不稳定

对于任意的实数 ，存在一个实数

，不论 取的多么小，在满足不
等式

的所有初始状态中，至少存在一个初始状
态 ，由此出发的轨线 ，满足
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称 为Lyapunov意义下不稳定0=ex



4.3 李亚普诺夫第二法

0)( >xV定义 如果标量函数 ，并且当 时， ；仅当

时， ；则称 为正定的。除了 以外，还有
状态使 ，称 为半正定的。

)(xV ≥0 0≠x
0=x 0)( =xV )(xV 0=x

0)( =xV )(xV

)(xV0)( =xV
0=x

0)( <xV定义 如果标量函数 ，并且当 时， ；仅当

时， ；则称 为负定的。除了 以外，还有
状态使 ，称 为半负定的。

)(xV ≤0 0≠x
0=x 0)( =xV )(xV

（7）定理4-1 设系统状态方程为 )(xfx =

在平衡状态 的某邻域内，标量函数 具有连续一阶偏导数，
并且满足：

1） 为正定； 2） 为负定。

则 为一致渐近稳定的。

如果 ， ，则 是大范围一致渐近稳定的。
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例4-2 系统的状态方程如下，判别系统稳定性。
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选取Lyapunov函数，显然是正定的，即满足
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因此， 是一致渐进稳定的。0=ex

当 ，有 ，故系统 是一致大范围渐进稳定的。0=ex∞→x ∞→)(xV



定理4-2 设系统状态方程为 )(xfx =

)(xV∞→)(xV∞→x
0=ex

0)( =xV

0=ex)(xV)(xV

在平衡状态 的某邻域内，标量函数 具有连续一阶偏导

数，并且满足：

1） 为正定； 2） 为半负定；3）除了 平衡状态外，

还有 的点，但是不会在整条状态轨线上有

则 为一致渐近稳定的。

如果 ， ，则 是大范围一致渐近稳定的。

0=ex )(xV

0)( =xV

（注：本定理是将定理4-1的条件稍微放宽了一点）



例4-3 系统的状态方程为
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其中， a 为大于零的实数。判别系统的稳定性。

解 系统的平衡状态为 0=ex
选取Lyapunov函数： 2
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显然它是正定的，即满足

而
2211 22)( xxxxV 

 +=x

将状态方程代入上式，化简后得
2
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2 )1(2)( xxaV +−=x

21 xx = 1x
可见，当 和任意的 时，有 ，而 和任意

时， 。又因为 ，只要 变化 就不为零，因此
在整条状态轨线上不会有 。

02 =x 1x 0)( =xV 02 ≠x 1x
0)( <xV 21 xx =

0)( ≡xV

因此， 是一致渐进稳定的。0=ex

当 ，有 ，故系统 是一致大范围渐进稳定的。0=ex∞→x ∞→)(xV



定理4-3 设系统状态方程为 )(xfx =

0=ex∞→)(xV∞→x
0=ex

)(xV

)(xV0=ex在平衡状态 的某邻域内，标量函数 具有连续一阶偏导

数，并且满足：

1） 为正定；

2） 为半负定；

则 为一致稳定的。

如果 ， ，则 是大范围一致稳定的。

)(xV

（注：本定理只是比定理4-2少了第3个条件，不能保证
渐近稳定，只能保证一致稳定。）



)(xV因为 ≤0
则系统可能存在闭合曲线（极限环），在上面恒有 ，则系
统可能收敛到极限环，而不收敛到平衡点。因此 是一致稳
定的。

0)( =xV
0=ex



例4-4 系统的状态方程为
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其中， k 为大于零的实数。分析系统平衡状态的稳定性。

解 系统的平衡状态为 0=ex
选取Lyapunov函数： 2
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显然它是正定的，即满足

而 02222)( 21212211 =−=+= xkxkxxxkxxxV 

 x

由定理4-3可知， 为Lyapunov意义下一致稳定。0=ex



定理4-4 设系统状态方程为 )(xfx =

0=ex

)(xV)(xV

0=ex在 的某邻域内，标量函数 具有连续一阶偏导数，

并且满足： 1） 为正定； 2） 为正定或半正定；

则 为不稳定的。
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例4-5 系统的状态方程为
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分析系统平衡状态的稳定性。

解 系统的平衡状态为 0=ex
选取Lyapunov函数：
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显然它是正定的，即满足
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由定理4-4可知， 是不稳定的。0=ex



应该指出：到目前为止，人类还没有找到构造Lyapunov函数
的一般方法。因为Lyapunov第二法给出的结果是系统稳定性的充
分条件。因此，对于某个系统来说，找不到合适的Lyapunov函数，
既不能说系统稳定，也不能说系统不稳定，只能说无法提供有关该
系统稳定性的信息（即：inconclusive —没有得出结论）。



4.4 线性连续系统的稳定性
对线性时变系统，其相应的齐次状态方程为 xAx )(t=

由第2章介绍的方法求出其解为

由此可判别齐次以及非齐次系统的稳定性，如果收敛则都稳定；

如果发散，则都不稳定。
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首先介绍矩阵正定性的定义：对于方阵
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对线性定常系统 ，可以用Lyapunov第二法。xAx )(t=



如果方阵Q 是正定的，则－Q 就是负定的。负定的矩阵主子式
负正相间。

Lyapunov函数 为状态变量 的二次型函数，即)(xV x Pxxx TV =)(

如果P 为 维正定的对称常数矩阵，则 为正定的。nn× )(xV
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d
d)( +== TTT
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令 ，其中Q 为正定实数矩阵，且满足Qxxx TV −=)(

QPAPA −=+T

如果给定Q阵，能够推出P 为正定的，则系统在 为稳定的。并
且线性定常系统为稳定，就一定是大范围一致渐近稳定。

0=ex

（注：线性定常系统，可以判断A的特征值是否全部具
有负实部，既可以判别其稳定性。）



例4-6 线性定常系统的状态方程为 xx 
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判别系统的稳定性。

解 系统的平衡状态为 0=ex
为简单起见，可以令Q 阵为单位矩阵I。
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可见， P 为正定的矩阵，故 为大范围一致渐近稳定的。0=ex



4.5  线性定常离散系统的稳定性
线性定常离散系统的状态方程为

)()1( kk Gxx =+ （8）
0=ex系统的平衡状态为

0=ex假设G 为 维非奇异常数阵， 是唯一的平衡状态。nn×
选取Lyapunov函数 )()()]([ kkkV T Pxxx = （9）

式中，P 为 正定的对称常数，因此 是正定的。nn× )]([ kV x
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若要在 处渐近稳定，要求 为负定的。所以0=ex )]([Δ kV x
)()()]([Δ kkkV T Qxxx −= 其中Q 为正定。

给定一个正定对称常数阵Q ，求P 阵，并验证其正定性。

QP-PGG −=T （10）



例4-7 线性定常离散系统的状态方程如下，试判别其稳定性。
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可见， P 为正定的矩阵，故 为大范围一致渐近稳定的。0=ex



4.6  有界输入-有界输出稳定

4.6.1   有界输入-有界输出稳定

Bounded Input Bounded Output (BIBO) Stable

定义：对于初始松弛系统，任何有界输入，其输出也是有界的，称
为BIBO系统。

如果输入 有界，是指 ≤u u ∞<1K

如果输入 有界，是指 ≤y y ∞<2K
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定理4-5 由方程 描述的线性定常系统。Cxy
BuAxx
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为初始松弛系统。其输出向量的解为
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BIBO稳定的充分必要条件是存在一个常数K3，有
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其中，a 为一个非负的实数，而系统的脉冲响应函数为

例4-8  线性定常系统方程为
uaxx +−=

cxy =
atcth −= e)(

分析系统是否BIBO稳定。

解
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可见，只有当 时，才有有限值 存在，系统才是BIBO稳定
的。
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4.6.2    BIBO稳定与平衡状态稳定性之间的关系

对于线性定常系统
Cxy

BuAxx
=

+=
（12）

平衡状态 的渐近稳定性由A 的特征值决定。而BIBO的稳定性
是由传递函数的极点决定的。

0=ex

0=ex
0=ex

)(sG 的所有极点都是A 的特征值，但 A 的特征值并不一定都是
的极点。可能存在零极点对消。所以， 处的渐近稳定就包含
了BIBO稳定，而BIBO稳定却可能不是 处的渐近稳定。

)(sG

那么在什么条件下，BIBO稳定才有平衡状态 渐近稳定呢？
结论是：如果（12）式所描述的线性定常系统是BIBO稳定，且系
统是既能控又能观测的，则系统在 处是渐近稳定的。

0=ex

0=ex



4.7 非线性系统的稳定性分析

4.7.1    用Lyapunov第二法分析非线性系统稳定性

到目前为止，尚没有构造Lyapunov函数的一般性方法。往往
都是根据经验，用试凑法。以下是两种比较有效的方法。

1.  克拉索夫斯基法

（12）非线性定常系统的状态方程为
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=
=

00)(
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f
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其中 和 均为n维向量。 为非线性多
元函数，对各 都具有连续的偏导数。
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构造Lyapunov函数如下

)()()( xWfxfxWxx TTV ==  （13）
其中 W 为 正定对称常数矩阵nn×
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其中 称为雅可比矩阵

（16）
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其中 )()()( xWJWxJxS += T

（17）

0=ex

)(xV如果 是负定的，则 是负定的。而 是正定的，故

是一致渐近稳定的。如果 ， ，则

是大范围一致渐近稳定的。为简便，通常取 ，这时

)(xS )(xV

0=ex ∞→x ∞→)(xV
IW =

)()()( xJxJxS += T



例4-10 非线性定常系统状态方程为 3
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选择 W=I 则
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检验 的各阶主子式：)(xS 02 <−
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显然， 是负定的，故 是大范围一致渐近稳定的。)(xS 0=ex

2.  变量梯度法

（这部分内容需要用到工程数学《场论》中的梯度、旋度
等知识，而大部分院校自动化专业本科生没有学过《场
论》，可以跳过这一段。）



4.7.2  用Lyapunov第一近似理论分析非线性系统稳定性

非线性定常系统方程为
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0→x如果当 ，有 ，则 为高阶无穷小项。0
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（18）

设 在 的邻域内，可以展开成台劳级数：)(xf 0=ex
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忽略高阶无穷小，得到非线性系统的线性化模型

Axx = （20）
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定理4-6 如果式（20）所描述的线性化系统，A 的所有特征值具
有负实部，则式（18）所描述的非线性系统在 处为渐近稳
定。

0=ex

定理4-7 如果式（20）所描述的线性化系统，A 的所有特征值中
如果有一个（或一个以上）具有正实部，则式（18）所描述的非线
性系统在 处为不稳定。0=ex

Lyapunov第一法由以下3个定理组成：

定理4-8 如果式（20）所描述的线性化系统，A 的特征值中有实
部为零的，而其余的特征值实部均为负，则式（18）所描述的非线
性系统在 处是否为稳定则不能确定。（要取决于高阶项）0=ex



第4 章 结束
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