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特征值往往与前面的内容进行混合考察。

1 特征值与特征向量

首先根据 |λE − A| = 0 求出 λ，然后把 λ 逐个带入 (λE − A)x = 0，根据

齐次方程求解方法进行初等变换求出基础解系。这个基础解系就是当前特征值

的特征向量。

1.1 代数余子式

例题：已知 A 是 3 阶方阵，特征值为 1，2，3，求 |A| 的元素 a11, a22, a33 的

代数余子式 A11, A22, A33 的和
3∑

i=1

Aii。

解：首先代数余子式的和 A11, A22, A33 一般在行列式展开定理中使用，但是

这里给出的不是一行或一列的代数余子式，而是主对角线上的代数余子式，这就

无法使用代数余子式来表达行列式的值了。

而另一个提到代数余子式的地方就是伴随矩阵 A∗，所求的正好是伴随矩阵

的迹 tr(A∗) = A11 + A22 + A33。

又根据特征值性质，特征值的和为矩阵的迹，特征值的积为矩阵行列式的值，

所以 tr(A∗) = A11 + A22 + A33 = λ∗
1 + λ∗

2 + λ∗
3

=
3∑

i=1

|A|
λi

=
3∑

i=1

λ1λ2λ3

λi

= λ2λ3 + λ1λ3 + λ1λ2 = 2 + 3 + 6 = 11。

1.2 特征值

1.2.1 对应特征向量

通过相关式子将逆矩阵转换为原矩阵。同一个向量的逆矩阵的特征值是原

矩阵的特征值的倒数。

例题：已知 −→α = (a, 1, 1)T 是矩阵 A =


−1 2 2

2 a −2

2 −2 −1

的逆矩阵的特征向
量，则求 −→α 在矩阵 A 中对应的特征值。

解：由于 −→α 是 A−1 的特征向量，所以令此时的特征值为 λ0，则定义 λ0
−→α =

A−1−→α，λ0A
−→α = −→α。
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即 λ0


−1 2 2

2 a −2

2 −2 −1




a

1

1

 =


a

1

1

，即 λ0


−a 2 2

2a a −2

2a −2 −1

 =


a

1

1

。
即根据矩阵代表的是方程组，得到 λ0(4−a) = a，λ0(3a−2) = 1，λ0(2a−3) =

1。

又 λ0 ̸= 0，3a− 2 = 2a− 3，a = −1，则 λ0 = −1

5
。

所以矩阵 A 对应的特征值为 −5。

1.2.2 矩阵关系式

例题：已知 A 为 3 阶矩阵，A2 + A− 2E = 0，|A| = −2，求其特征值。

解：需要求 A 特征值，但是 A 未知，特征向量也未知，如何求？

首先要求特征值，就要首先设出特征方程：Aξ = λξ，ξ ̸= 0。

又 A2 + A− 2E = 0，所以代入方程：(A2 + A− 2E)ξ = (λ2 + λ− 2)ξ = 0。

∵ ξ ̸= 0，λ2 + λ− 2 = 0，解得 λ = −2 或 λ = 1。

但是不知道这个特征值各是几重，只知道存在这两种特征值。

又 |A| = λ1λ2λ3 = −2，所以 λ1 = −2，λ2 = λ3 = 1。

1.3 特征向量

1.3.1 实对称矩阵

使用实对称矩阵性质，给出其他特征向量和特征值，即实对称矩阵的不同特

征值的特征向量相互正交（BTA = 0）。

例题：已知 A为三阶实对称矩阵，特征值为 1, 3�− 2，其中 α1 = (1, 2,−2)T，

α2 = (4,−1, a)T 分别属于特征值 λ = 1，λ = 3 的特征向量。求 A 属于特征值

λ = −2 的特征向量。

解：令 A 属于特征值 λ = −2 的特征向量为 (x1, x2, x3)
T。

根据实对称矩阵的正交性质。

αT
1 α2 = 4−2−2a = 0，αT

2 α3 = 4x1−x2+ax3 = 0，αT
3 α1 = x1+2x2−2x3 = 0。

a = 1，4x1 − x2 + x3 = 0，x1 +2x2 − 2x3 = 0，解得基础解系 (0, 1, 1)T ,α3 =

(0, k, k)T（k ̸= 0）。
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1.3.2 可逆矩阵关系

使用可逆矩阵相似对角化的性质。若 A ∼ B，则 P−1AP = B。B 为纯量阵。

且 B 的迹为 A 的特征值。P 为特征向量。

例题：已知 P−1AP =


1

1

−1

，P = (α1, α2, α3) 可逆，求 A 关于特

征值 λ = 1 的特征向量。

解：根据 P−1AP = Λ，所以 P 为特征向量，1, 1,−1 为特征值。

所以 A 关于 λ = 1 的特征向量为 α1 或 α2。而某一特征值的全部特征向量

构成特征向量子空间，所以 λ = 1 的特征向量为 k1α1 + k2α2。

1.3.3 抽象型

题目只会给对应的式子，来求对应的特征向量。需要记住特征值的关系式然

后与给出的式子上靠拢，不会很复杂。

例题：已知 A 为三阶矩阵，且矩阵 A 各行元素之和均为 5，则求 A 必然存

在的特征向量。

解：由于是抽象型，所以没有实际的数据，就不能求出固定的特征值，λξ = Aξ。

又矩阵 A 各行元素之和均为 5，所以转换为方程组：
A11 + A12 + A13 = 5

A21 + A22 + A23 = 5

A31 + A32 + A33 = 5

，转为矩阵：


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33




1

1

1

 = 5


1

1

1

。
即 ξ = (1, 1, 1)T。

1.4 矩阵

即根据 A = PΛP−1 的特征向量矩阵和特征值矩阵来反求矩阵。

1.5 行列式值

一般会给出特征值，求 A 的行列式值。

1.5.1 特征方程

题目要求 |f(A)− E| 的形式，即求 f(A) 的特征值。
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例题：设 A为三阶矩阵，已知 −3E+A不可逆，|2E+A| = 0，(E−A)x = 0

有非零解，求 |A∗ − E|。

解：前三个条件都是为了指明 | − 3E +A| = |3E −A| = 0，| − 2E −A| = 0，

|E − A| = 0，即得到 A 的三个特征值 λ1 = 3、λ2 = −2、λ3 = 1。

求 |A∗ − E| 即求 A∗ 的特征值，然后再乘起来，即得到行列式的值。

又 A−1 =
A∗

|A|
，所以 A∗ =

|A|
A
。

|A|等于特征值的乘积 −6，对应的特征值即为 µ1 =
−6

3
= −2，µ2 =

−6

−2
= 3，

µ3 =
−6

1
= −6。

对应 A∗ − E 的特征值为 −3，2，−6，所以最后的行列式值为 42。

1.5.2 矩阵函数

题目要求 |f(A)| 的形式，即求 f(A) 的特征值，然后求其乘积就是矩阵方程

的行列式值。

2 相似理论

P−1AP = Λ，P 为特征向量组，Λ 为特征值矩阵。

2.1 判断相似对角化

可以使用相似对角化的四个条件，但是最基本的使用还是 A 有 n 个无关的

特征向量 ξ。

判断以下条件即可相似对角化：

1. 实对称矩阵，即所有元素关于主对角线对称。

2. 特征值都是实单根，即 n 个不同特征值，不存在重根。

3. 特征值存在 t 重根，相同特征值对应 t 个线性无关的特征向量。（如果小于

n 则不相似）

一般都是第三种情况，判断存在重根后要使用 [λE−A]，然后计算 r(E−A)，

然后 s 自由变量值即无关特征向量值 = n − r，如果 s = t 则可以相似对角化，

如果 s < t 则不可以。
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2.2 反求参数

常用方法：

• 若 A ∼ B，则 |A| = |B|，r(A) = r(B)，tr(A) = tr(B)，λA = λB，通过等

式计算参数。

• 若 ξ 是 A 属于特征值 λ 的特征向量，则有 Aξ = λξ，建立若干等式或方程

组来计算参数。

• 若 λ 是 A 的特征值，则与 |λE − A| = 0，通过该等式计算参数。

2.2.1 两个矩阵对比

两个矩阵相似的前提是可以相似对角化，如果存在 n 重根而没有 n 个线性

无关的特征向量则必然不相似。

例题：已知 A =


2 0 0

0 0 1

0 1 x

，B =


2

y

−1

，且 A ∼ B，求参数。

首先可以利用迹相等，则 2+0+x = 2+y−1，行列式值相等，则 −2 = −2y，

解得 x = 0，y = 1。

2.2.2 单矩阵

1. 利用 |λE − A| = 0 求出特征值。判断得到 n 阶矩阵有 m 个不同特征

值。（m ⩽ n）

2. 利用 [λE −A] 计算秩。利用 s = n− r（自由变量的个数 = 未知数个数-矩

阵秩）公式反解出秩 r，并以此解出未知数。

例题：已知矩阵 A =


3 1 2

0 2 a

0 0 3

 和对角矩阵相似，求 a。

解：由于 A 是对角矩阵，所以特征值为其迹 λ = (3, 2, 3)。特征值有二重根。

已知 A ∼ Λ，λ = 3 有两个线性无关的特征向量。即 (3E −A)x = 0 有两个

线性无关的解（自由变量）。即 r(3E − A) = 1。

3E − A =


0 −1 −2

0 1 −a

0 0 0

 =


0 −1 −2

0 0 −a− 2

0 0 0

，∴ a = −2。
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2.2.3 抽象型

首先要计算其特征值，再根据特征值反代特征方程，根据向量的构成判定秩

的大小。

例题：已知 A =


0 0 1

x 1 y

1 0 0

 相似于对角矩阵，求 xy 关系式。

解：已知相似，即 P−1AP = Λ，则需要求 A 的特征值和特征向量。

根据特征关系式 |Eλ − A| = 0，即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 −1

−x λ− 1 −y

−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ − 1)(λ2 − 1) =

(λ− 1)2(λ+ 1) = 0，即有特征值 λ1 = λ2 = 1，λ3 = 1。

此时有二重特征值，所以应该有两个线性无关的特征向量，即对于 (E−A)x =

0 有两个线性无关的解向量，所以该矩阵的秩为 3− 2 = 1。

E − A =


1 0 −1

−x 1 −y

−1 0 1

 =


1 0 −1

0 0 −x− y

0 0 0

。
所以当 r(E − A) = 1 时 x+ y = 0。

2.3 相似矩阵

2.3.1 具体型

|λE − A| = 0 或 (λE − A)x = 0。

2.3.2 抽象型

定义 Aα = λα。

例题：设 A 是三阶矩阵，α1, α2, α3 是三维线性无关的列向量，且 Aα1 =

α2 + α3，Aα2 = α1 + α3，Aα3 = α1 + α2，求 A 相似的矩阵。

解：A ∼ Λ，则 P−1AP = Λ。

A(α1, α2, α3) = (α2 + α3, α1 + α3, α1 + α2) = (α1, α2, α3)


0 1 1

1 0 1

1 1 0

。
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记 P = (α1, α2, α3)，B =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

。
又 α1, α2, α3 是三维线性无关的列向量，∴ |α1, α2, α3| ̸= 0，所以 P 可逆。

∴ AP = PB，P−1AP = B，A ∼ B。

2.4 特殊矩阵

2.4.1 实对称矩阵

根据实对称矩阵不同特征值的特征向量必然相互正交的性质求解。

一般会给出特征值（全部）和对应的特征向量（部分）。

Q−1AQ = P。其中 Q 为特征向量矩阵，一般都是正交的，而 P 为对应的特

征值矩阵。

首先要利用不同特征值的特征向量正交的性质，把所有的特征向量都求出

来。

然后矩阵 Q就是所有特征向量的拼合。如果要求原矩阵 A，则利用 Aξ = λξ，

推出 AQ = PQ，从而 A = PQQ−1。

例题：已知 A是三阶实对称矩阵，若正交矩阵Q使得Q−1AQ =


3 0 0

0 3 0

0 0 6

，
如果 α1 = (1, 0,−1)T 和 α2 = (0, 1, 1)T 是矩阵 A 属于特征值 λ = 3 的特征向量，

求 Q。

解：首先由正交矩阵就可以知道各特征值正交。令 α3 = (x1, x2, x3)
T。对应

的 λ3 = 6。

αT
3 α1 = x1−x3 = 0，αT

3 α2 = x2+x3 = 0，求 λ3 的特征值，则不如令 x3 = 1，

则解得 α3 = (1,−1, 1)T。

这样 Q =


1 0 1

0 1 −1

−1 1 1

，还需要将 Q 正交单位化。可知 α3 根据正交规

律求出来，一定是正交的，而 αT
1 α2 = −1 ̸= 0 所以需要正交。

令 β1 = α1 = (1, 0,−1)T，β2 = α2−
< α2, β1 >

< β1, β1 >
β1 = (0, 1, 1)T+

1

2
(1, 0,−1)T =

(
1

2
, 1,

1

2
)T。
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最后对整个 Q 进行单位化：γ1 =
1√
2
(1, 0,−1)T，γ2 =

1√
6
(1, 2, 1)T，γ3 =

1√
3
(1,−1, 1)T。

2.4.2 爪型矩阵

即类似于爪形行列式，且列数较大，不可能直接计算，所以就需要把常数项

提出来。

例题：设 n（n ⩾ 2）阶矩阵 A =



a 1 1 · · · 1

1 a 1 · · · 1

1 1 a · · · 1
... ... ... ...

1 1 1 · · · a


。求可逆矩阵 P 与对

角矩阵 Λ，使得 P−1AP = Λ，并求 r(A∗)。

解：矩阵 A 是个爪形，直接使用 |λE − A| = 0 计算特征值非常复杂，所以

对其化简：

A =


a− 1

a− 1

· · ·

a− 1

+


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
... ... ...

1 1 · · · 1

 = (a− 1)E +B。

|λE − B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− 1 −1 · · · −1

−1 λ− 1 · · · −1
... ... ...

−1 −1 · · · λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− n λ− n · · · λ− n

−1 λ− 1 · · · −1
... ... ...

−1 −1 · · · λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− n 0 · · · 0

−1 λ · · · 0
... ... ...

−1 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0，所以 λ1 = n，λ2 = · · · = λn = 0。

从而 A 的特征值为 n+ a− 1、a− 1、· · ·、a− 1。

所以根据特征值 (nE − B)x = 0，x1 = (1, 1, · · · , 1)T，(0E − B)x = 0，

x2 = (1,−1, 0, · · · , 0)T、x3 = (1, 0,−1, · · · , 0)T、· · ·、xn = (1, 0, 0, · · · ,−1)T。

根据特征值和特征向量的性质，xi 也是 A 的特征向量。

令 P = (x1, x2, · · · , xn)，则 P−1AP = diag(n+ (a− 1), a− 1, · · · , a− 1)。

因为 A ∼ Λ，所以 |A| = |Λ| = (n+ a− 1)(a− 1)n − 1，所以：
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r(A) =


n, a ̸= 1− n, a ̸= 1

n− 1, a = 1− n

1, a = 1

，所以 r(A∗) =


n, a ̸= 1− n, a ̸= 1

1, a = 1− n

0, a = 1

。

2.5 矩阵关系式

若有可逆矩阵 P，使得 P−1AP = Λ，则：

P 即是 A 特征向量的拼合。

• A = PΛP−1。

• Ak = PΛkP−1。

• f(A) = Pf(Λ)P−1。

例题：已知 A =


2 x 1

0 3 0

3 −6 0

 相似于对角矩阵，求 A100。

解：首先 A ∼ Λ，所以 A 能相似对角化。

|λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −x −1

0 λ− 3 0

−3 6 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ − 3)2(λ + 1) = 0。λ1 = λ2 = 3，

λ3 = −1。

所以对于 λ1 = λ2 = 3 时，需要 s = 2，从而 r(A) = 1，对应成比例。

代入 3：(3E − A)x = 0，


1 −x −1

0 0 0

−3 6 3

 = 0，所以
−1

3
=

−x

6
，x = 2。

解得 ξ1 = (1, 0, 1)T，ξ2 = (2, 1, 0)T，ξ3 = (1, 0,−3)T。

令 P = (ξ1, ξ2, ξ3)，所以 A = PΛP−1，A100 = PΛ100P−1。
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