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1 导数概念

1.1 引例

设 f(x) 下 x 在 x0 的邻域内，α 为切线所成夹角。

tanα = f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= k。

导数的本质是增量比的极限。

1.2 定义

设 y = f(x) 定义在区间 I 上，让自变量在 x = x0 处加一个增量 ∆x，其中

x0 ∈ I，x0 +∆x ∈ I，则可得函数的增量 ∆y = f(x0 +∆x) − f(x0)。若函数增

量 ∆y 与自变量增量 ∆x 的比值在 ∆x → 0 时的极限存在，则称函数 y = f(x)

在 x0 处可导，并称这个极限为 y = f(x) 在点 x0 处的导数，记作 f ′(x)，即

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
。

下面三句话等价：

1. y = f(x) 在 x0 处可导。

2. y = f(x) 在 x0 处导数存在。

3. f ′(x) = A。（A 为有限数）

单侧导数分为左导数和右导数。

f ′
−(x) = lim

∆x→0−

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

f ′
+(x) = lim

∆x→0+

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

所以 f(x) 在 x0 处可导的充要条件是其左导数和右导数存在且相等。

若 f(x) 在 x0 的左右，如 y = |x| 在 0 的左右出现了单侧的不同的切线，那

这个 x0 就是一个角点，该角点处不可导。

若 f(x) 在 x0 处导数为无穷，如 y = x
1
3 在 0 处利用导数的极限定义计算得

到为正无穷，那么该点的导数为无穷导数，在考研中被认为是不存在的。

定理：若 f(x) 为可导的偶函数，则 f ′(x) 为奇函数，若 f(x) 为可导的奇函

数，则 f ′(x) 为偶函数。

该证明是准备部分的定理。

证明：首先已知 f(−x) = f(x)，证明 f ′(−x) = −f ′(x)。
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∴
f ′(−x) = lim

∆x→0

f(−x+∆x)− f(−x)
∆x

= lim
∆x→0

f(x+ (−∆x))

∆x

= − lim
−∆x→0

f(x+ (−∆x))

−∆x

= −f ′(x)

同理得证 f(−x) = −f(x) ⇒ f ′(−x) = f ′(x)。

定理：f(x) 为可导的周期为 T 的周期函数，则 f ′(x) 也是以 T 为周期的周

期函数。

证明：已知 f(x+ T ) = f(x)，求证 f ′(x+ T ) = f ′(x)。

∴ f ′(x+ T ) = lim
∆x→0

f(x+ T +∆x)− f(x+ T )

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x)。

例题：设 f(x) 是二阶可导的以 2 为周期的奇函数，且 f(
1

2
) > 0，f ′(

1

2
) > 0，

比较 f(−1

2
)、f ′(

3

2
)、f ′′(0) 的大小。

解：∵ f(x) 为二阶奇函数，∴ f(x)奇函数⇒ f ′(x)偶函数⇒ f ′′(x)奇函数⇒

f ′′(0) = 0。

∴ f(−1

2
) = −f(1

2
) < 0。

∵ f(x)T = 2 ⇒ f ′(x)T = 2，∴ f ′(
3

2
) = f ′(

3

2
− 2) = f ′(−1

2
) = f ′(

1

2
) > 0。

∴ f ′(
3

2
) > f ′′(0) > f(−1

2
)。

例题：(xα)′ = αxα−1(x > 0)。

解： lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

(x+∆x)α − xα

∆x

= lim
∆x→0

xα
[(

1 +
∆x

x

)α

− 1

]
∆x

= lim
∆x→0

xα · α · ∆x
x

∆x
= αxα−1

1.3 导数的几何意义

导数 f ′(x0) 在几何上就是曲线 y = f(x) 在点 (x0, f(x0)) 处切线的斜率。

切线方程：y − y0 = f ′(x0)(x− x0)。

法线方程：y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0)。
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1.4 可导与连续的关系

定理：可导必连续，连续不一定可导。

证明：已知连续定义：lim
∆x→0

f(x+∆x) = f(x)，即 lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x) = 0。

可导定义：f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= A

lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
·∆x = A · 0 = 0

定理：若 f(x) 在 x = x0 处连续，且 lim
x→x0

f(x)

x− x0
= A，则 f(x0) = 0 且

f ′(x0) = A。

证明：∵连续， ∴ f(x0) = lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x)

x− x0
(x− x0) = A · 0 = 0。

又 f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(x)

x− x0
= A。

如 lim
x→1

f(x)

x− 1
= 2 且 f(x) 连续，可以推出 f(1) = 0 与 f ′(1) = 2。

2 函数求导法则

2.1 四则运算

若函数可导：

1. 和差的导数：[u(x)± v(x)]′ = u′(x)± v′(x)。

2. 积的导数：[u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)，

[u(x)v(x)w(x)]′ = u′(x)v(x)w(x) + u(x)v′(x)w(x) + u(x)v(x)w′(x)。

3. 商的导数：
[
u(x)

v(x)

]′
=
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]2
，v(x) ̸= 0。

证明 (uv)′ = u′v + uv′。

证明：令 f(x) = u(x)v(x)。

(u · v)′

= f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x+∆x) + u(x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
v(x+∆x) + lim

∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x
u(x)

= u′(x)v(x) + v′(x)u(x)
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2.2 反函数导数

定理：y = f(x) 可导，且 f ′(x) ̸= 0，

则存在反函数 x = φ(y)，且
dx
dy =

1

dy
dx

，即 φ′(x) =
1

f ′(x)
。

y = f(x) 可导，且 f ′(x) ̸= 0 就是指严格单调，而严格单调必有反函数。

例题：求 y = arcsinx, x ∈ (−1, 1) 与 y = arctanx 的导数。

解：首先反三角函数就是三角函数的反函数。

求 y = arcsinx，即 x = sin y。

∴ d arcsin x
dx =

1

d sin y
dy

=
1

cos y =
1√

1− sin2 y
=

1√
1− x2

。

求 y = arctanx，就 x = tan y。

∴ d arctan x
dx =

1

d tan y
dy

=
1

sec2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
。

二阶反函数导数定理：：

f ′′(x) = y′′xx =

d
(

dy
dx

)
dx =

d2y

dx2 =

d
(

1

φ′(y)

)
dx =

d
(

1

φ′(y)

)
dy · dy

dx

= −
x′′yy
(x′y)

2
· 1

x′y
= −

x′′yy
(x′y)

3

其中 dx · dx = (dx)2 = dx2 称为微分的幂，而 d(x2) 叫幂的微分。

例题：设 y = f(x)的反函数是 x = φ(y)，且 f(x) =
∫ 2x

1
et

2dt+1，求 φ′′(1)。

解：∵ y = f(x)，∴ x = φ(y)，x′′yy = φ′′(y) = − y′′xx
(y′x)

3
= − f ′′(x)

[f ′(x)]3
。

其中根据变限积分求导公式：f ′(x) = 2e4x
2
，f ′′(x) = 2e4x

2 · 8x = 16xe4x
2
。

又 y = 1 ⇒ x =
1

2
⇒ φ′′(1) = −

f ′′
(
1

2

)
[
f ′
(
1

2

)]3 = − 1

e2
。

2.3 复合函数的导数

定理：u = g(x) 在 x 可导，y = f(u) 在 u = g(x) 处可导，则 {f [g(x)]}′ =

f ′[g(x)]g′(x)。

例题：设 f(x) =
100∏
n=1

(
tan πx

n

4
− n

)
，则 f ′(1) 为？

解：原式 =
(

tan πx
4

− 1
)(

tan πx
2

4
− 2

)
· · ·

(
tan πx

100

4
− 100

)
。
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令

(
tan πx

2

4
− 2

)
· · ·

(
tan πx

100

4
− 100

)
= g(x)。

∴ f(x) =
(

tan πx
4

− 1
)
· g(x)。

∴ f ′(x) = sec2 πx
4

· π
4
· g(x) +

(
tan πx

4
− 1

)
· g′(x)。

∴根据导数的四则运算，需要导数的乘积为每一项求导乘以其他不求导项的
和，而 tan πx

4
− 1 当 x = 1 时为 0，只要它不求导，其他的项都必然是 0，所以

原式的后面的结果都是 0。

∴ f ′(1)

= f ′(x)|x=1 =
π

2
· g(1)+0 · g′(x) = π

2
· g(1) = π

2
(−1)(−2) · · · (−99) = −π

2
·99!

2.4 分段函数的导数

设 f(x) =


f1(x), x ⩾ x0

f2(x), x < x0

。

在分段点用定义：

判断 f ′
+(x0) = lim

x→x+
0

f1(x)− f(x0)

x− x0

?
= lim

x→x−
0

f2(x)− f(x0)

x− x0
。如果相等就挖去这

个点，否则就包含这个点。

非分段点使用导数公式求导：x > x0, f
′(x) = f ′

1(x), x < 0�f ′(x) = f ′
2(x)。

2.5 对数求导法

对于多项相乘、相除、开方、乘方的式子，一般先取对数再求导，设 y =

f(x)(f(x) > 0)，则¬等式两边取对数：ln y = ln f(x)。­两边对自变量 x 求导，

得
1

y
y′ = [ln f(x)]′ ⇒ y′ = y[ln f(x)]′。

例题：求 y = 3

√
(x+ 1)(2x− 1)2

(4− 3x)5
的导数。

解：取对数：ln |y| = 1

3
[ln |x+ 1|+ 2 ln |2x− 1| − 5 ln |4− 3x|]。

∵ ln |y|′ = ln y′。

两边对 x 求导：
y′

y
=

1

3

(
1

x+ 1
+

4

2x− 1
− 5

4− 3x
· (−3)

)
∴ y′ =

1

3

(
1

x+ 1
+

4

2x− 1
− 5

4− 3x
· (−3)

)
y
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2.6 幂指函数求导法

非常重要。

对于 u(x)v(x)(u(x) > 0, u(x) ̸= 1)，除了对数求导法外还可以使用指数函数

u(x)v(x) = ev(x) lnu(x)。

然后求导得到 [u(x)v(x)]′ = [ev(x) lnu(x)]′

= u(x)v(x)
[
v′(x) lnu(x) + v(x) · u

′(x)

u(x)

]
。

例题：求 y = xx(x > 0) 的导数。

解：∵ xx = ex lnx，∴ (xx)′ = (ex lnx)′ = xx · (lnx+ 1)。

例题：求解 y = x
1
x (x > 0) 的整数最大值。

解：∵ y = x
1
x = e

1
x

lnx。

∴ y′ =
(
x

1
x

)
=

(
e

1
x

lnx
)′

= x
1
x · 1− lnx

x2
。

令导数结果为 0，因为 x
1
x 与 x2 在 x > 0 时都不为 0，所以只有一个驻点

x = e。

0 < x < e时 1− lnx大于 0，所以导数大于 0，函数在该区间增。相反 x > e

时函数在区间减。

研究驻点左侧情况，求对应的极限：e
lim

x→0+

ln x
x

= e−∞ → 0。

研究驻点右侧情况，求对应的极限：e
lim

x→+∞
ln x
x = e0 → 1。

x

y

y = x
1
x

O

(e, e
√
e)

e

e
√
e)

所以必然在
√
2 与 3

√
3 两点取得整数最大值，而全部六次方后

√
2
6
= 8 <

3
√
3 = 9，所以 3

√
3 为最大整数解。

3 高阶导数

3.1 定义

高阶导数定义：f (n)(x0) = lim
∆x→0

f (n−1)(x0 +∆x)− f (n−1)(x0)

∆x
，其中 n ⩾ 2

且 n ∈ N+，f (n−1)(x) 在 x0 的某领域内有定义，x0 +∆x 也在该邻域内。

若 f (n)(x) 在区间 I 上连续，称 f(x) 在 I 上 n 阶连续可导。

• (ex)(n) = ex。
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• (sinx)(n) = sin(x+ n
π

2
)。

• (cosx)(n) = cos(x+ n
π

2
)。

• (ln(1 + x))(n) = (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n
。

定理：

设 u, v 都是 n 阶可导，则：

• (u± v)(n) = u(n) ± v(n)。

• 莱布尼兹公式：(uv)(n) =
∑n

k=0C
k
nu

(n−k)v(k)。

3.2 归纳法

即依次求导得出规律。

(ax)n = ax(ln a)(n)，如 y = 2x，则 y′ = 2x ln 2，y′′ = 2x(ln 2)2 · · · 得到

y(n) = 2x(ln 2)n, n ∈ N。

例题：求 sinx 的 n 阶导数。

解：∵ sinx′ = cosx 而不断求导会发现正负号会 ++–++–地变化而难以归

纳为公式，所以需要另想办法。

使用诱导公式：

y′ = cosx = sin(x+ π

2
)

y′′ = cos(x+ π

2
) = sin(x+ π

2
+
π

2
)

· · ·

y(n) = sin(x+ π

2
· n)

3.3 莱布尼茨公式

定义：设 u = u(x)，v = v(x) 均 n 阶可导，则 (uv)(n) =
∑n

k=0C
k
nu

(n−k)v(k)。

展开：(uv)(n) = C0
nu

(n)v(0) + C1
nu

(n−1)v′ + · · ·+ Cn
nu

(0)v(n)。

莱布尼兹公式里的系数与考研数学准备章节的因式分解公式的二次项公式

的系数一致，可以使用杨辉三角形来记忆：
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C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

例题：已知函数 y = ex cosx，求 y(4)。

解：根据莱布尼兹公式：

(ex cosx)(4)

= C0
4e

x cosx+ C1
4e

x(− sinx) + C2
4e

x(− cosx) + C3
4e

x(sinx) + C4
4e

x(cosx)

= ex cosx+ 4ex(− sinx) + 6ex(− cosx) + 4ex sinx+ ex cosx

= −4ex cosx

4 隐函数与参数方程的导数以及相关变化率

4.1 隐函数求导法

设函数 y = y(x) 由方程 F (x, y) = 0 确定的可导函数，则¬方程两边对自变

量 x 求导，（y = y(x) 就是将 y 看作中间变量）得到一个关于 y′ 的方程。­解该

方程就可以得出 y′。

例题：设 y = y(x) 是由方程 sin(xy) = ln x+ e

y
+1 确定的隐函数，求 y′(0)。

解：两边求导：

sin(xy) = ln(x+ e)− ln(y) + 1

cos(xy)(y + xy′) =
1

x+ e
− y′

y

∵将 0 代入x = 0, y = e2

e2 =
1

e
− y′(0)

e2

y′(0) = e− e4
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4.2 参数方程函数导数

定理：设函数 y = y(x) 由参数方程


x = φ(t)

y = ψ(t)

} 确定，其中 t 为参数，且

φ(t)ψ(t) 对于 t 都可导，φ(t) ̸= 0，则：

一阶导数：
dy
dx =

dy/dt
dx/dt =

ψ′(t)

φ′(t)
= u(t)。

二阶导数：
d2y

dx2 =

d
(

dy
dx

)
dx =

d
(

dy
dx

)
/dt

dx/dt =
du/dt
dx/dt =

u′t
x′t

例题：设 y = y(x)由方程


x = sin t

y = t sin t+ cos t
（t为参数）确定，求

d2y

dx2 |t=
π
4
。

解：求参数方程的二阶导数首先就要求出其一阶导数：

dy
dx =

y′t
x′t

=
t cos t
cos t = t。

∴ d2y

dx2 =

d
(

dy
dx

)
dx =

t′t
(sin t)′t

=
1

cos t
∴
√
2。

当所求是极坐标方程时，可以使用 x = ρ(θ) cos θ 和 y = ρ(θ) sin θ 进行转换

为参数方程然后进行求导。

4.3 相关变化率

已知 x = x(t) 与 y = y(t) 都是可导函数，而变量 xy 之间存在一定的关系，

从而导致变化率
dx
dt 与

dy
dt 之间也存在一定关系，这就是相关变化率。。

列出依赖于 t 的相关变化率关系式，然后等式两端对 t 求导。

5 函数微分

5.1 定义

有一个边长为 x 的正方形，变化了 ∆x，其面积 ∆S = (x + ∆x)2 − x2 =

2x∆x+ (∆x)2。
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当 ∆x → 0 时，将这个变化定义为

2x · ∆x + o(∆x)，前项为线性主部，

后面为误差。这个就是 S 的微分。

增量 ∆y = f(x0 + ∆) − f(x0) =

A∆x+o(∆x)，这个 A∆x定义为 dy，

叫做 y 的微分。

∴ dy|x=x0 = A∆x = y′(x0) · ∆x =

y′(x0) · dx。

由此，可导必可微，可微必可导。

x

y

y(x)

O x0

y0

x0 +∆x

y0 +∆x

dy · x+ b
∆x

∆y
dy

o(∆x)

所以可微就是用简单线性取代复杂线性，如图用直线取替代曲线。微分就是

瞬时改变量，而导数就是瞬时改变速率。

5.2 基本运算

5.2.1 四则运算

若函数可导：

1. 和差的微分：d[ku(x)± lv(x)] = kdu(x)± ldv(x)。

2. 积的微分：d[u(x)v(x)] = u(x)dv(x) + v(x)du(x)。

3. 商的微分：d
[
u(x)

v(x)

]
=
v(x)du(x)− u(x)dv(x)

[v(x)]2
，v(x) ̸= 0。

4. 复合函数的微分：链式求导法则 du
dx =

du
dy · dy

dx。

5.2.2 微分形式不变性

定义：设 y = f(u) 可微，u = g(x) 可微，则 y = f(g(x)) 可微，且 dy =

y′xdx = y′udu。即对哪个变量求导都是一样的，即 d{f [g(x)]} = f ′[g(x)]g′(x)dx。

一阶微分形式不变性指：df (ς) = f ′(ς)dς，无论 ς 是什么（类似导数的链式

求导法则）。

例题：设 y = esin(lnx)，求 dy。

解：∵ y = esin(lnx) ∴
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dy = desin(lnx)

= esin(lnx) · d(sin(lnx))

= esin(lnx) · cos(lnx) · d ln x

= esin(lnx) · cos(lnx) · 1
x

dx

6 基本求导公式

6.1 对幂指函数

原函数 导函数 原函数 导函数

C 0 nx nx lnn

loga x
1

x ln a lnx = ln |x| 1

x

xn nxn−1 n
√
x

x−
n−1
n

n

1

xn
− n

xn+1

6.2 三角与反三角函数

原函数 导函数 原函数 导函数

sinx cosx cosx − sinx

tanx 1

cos2 x = sec2 x cotx 1

sin2 x
= csc2 x

secx secx tanx cscx − cscx cotx

arcsinx 1√
1− x2

arccosx − 1√
1− x2

arctanx 1

1 + x2
arccotx − 1

1 + x2

arcsecx 1

x
√
x2 − 1

arccscx − 1

x
√
x2 − 1

6.3 双曲与反双曲函数

• 双曲正弦：sinhx = shx =
ex − e−x

2
。
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• 双曲余弦：coshx = chx =
ex + e−x

2
。

• 双曲正切：tanhx = thx =
sinhx
coshx =

ex − e−x

ex + e−x
。

• 双曲余切：cothx =
coshx
sinhx =

ex + e−x

ex − e−x
。

• 双曲正割：sechx =
1

coshx =
2

ex + e−x
。

• 双曲余割：cschx =
1

sinhx =
2

ex − e−x
。

• 反双曲正弦：arcsinhx = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
。

• 反双曲余弦：arccoshx = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
。

• 反双曲正切：arctanhx =
1

2
ln
(
1 + x

1− x

)
。

原函数 导函数 原函数 导函数

sinhx coshx coshx sinhx

tanhx 1

coshx2 arcsinhx 1√
x2 + 1

arccoshx 1√
x2 − 1

arctanx 1

1− x2
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