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1 基本概念

1.1 偏导

1.1.1 二元函数

函数以 f(u, v) 的形式来出现，需要分别对其求偏导。

例题：设 z = exy + f(x+ y, xy)，f(u, v) 有二阶连续偏导数，求
∂2z

∂x∂y
。

解：令 x + y 为 u，xy 为 v，f(u, v) 对 u 求导就是 f ′
1，对 v 求导就是 f ′

2，

求 uv 依次求导就是 f ′′
12，以此类推。

首先求一次偏导：
∂z

∂x
= yexy +

∂f(u, v)

∂u

∂u

∂x
+
∂f(u, v)

∂v

∂v

∂x
= yexy + f ′

1 + f ′
2y。

接着对 y 求偏导：
∂2z

∂x∂y
= exy + xyexy +

∂f ′
1

∂y
+
∂f ′

2y

∂y

= exy + xyexy +
∂f ′

1

∂y
+
∂f ′

2

∂y
y + f ′

2

∂y

∂y
= exy + xyexy +

∂f ′
1

∂u

∂u

∂y
+
∂f ′

1

∂v

∂v

∂y
+

∂f ′
2

∂u

∂u

∂y
y +

∂f ′
2

∂v

∂v

∂y
y + f ′

2 = exy + xyexy + f ′′
11 + f ′′

12x+ f ′′
21y + f ′′

22xy + f ′
2。

又 f(u, v) 具有两阶连续偏导数，所以 f ′′
12 = f ′′

21。

即 = exy + xyexy + f ′′
11 + (x+ y)f ′′

12 + xyf ′′
22 + f ′

2。

1.1.2 复合函数

函数以复合函数形式 f(g(x, y)) 出现，函数的变量是一个整体。

1.1.2.1 链式法则

若是给出相应的不等式可以通过链式法则求出对应的表达式。

例题：设 u = u(
√
x2 + y2)（r =

√
x2 + y2 > 0）有二阶连续的偏导数，且

满足
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
− 1

x

∂u

∂x
+ u = x2 + y2，则求 u(

√
x2 + y2)。

解：这个函数是复合函数 u = u(r) 和 r =
√
x2 + y2 而成。根据复合函数求

导法则：
∂u

∂x
=

du
dr

∂r

∂x
=

du
dr

x√
x2 + y2

=
du
dr · x

r
，

1

x
· ∂u
∂x

=
1

r
· du

dr。

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
du
dr · x

r

)
=

x

r
· ∂

∂x

(
du
dr

)
+

du
dr · ∂

∂x

(x
r

)
=

x

r
·

∂

∂r

(
du
dr

)
∂r

∂x
+

du
dr · r − x · (∂r/∂x)

r2
=
x2

r2
· d2u

dr2 +
du
dr · r

2 − x2

r3
。

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

(
du
dr · y

r

)
=

y

r
· ∂

∂y

(
du
dr

)
+

du
dr · ∂

∂y

(y
r

)
=

y

r
·

∂

∂r

(
du
dr

)
∂r

∂y
+

du
dr · r − y · (∂r/∂y)

r2
=
y2

r2
· d2u

dr2 +
du
dr · r

2 − x2

r3

1



代入不等式：
x2 + y2

r2
· du2

dr2 +
du
dr · 2r

2 − x2 − y2

r3
− 1

r
· du

dr + u = x2 + y2。

代入 x2 + y2 = r2：
d2u

dr2 + u = r2，为二阶线性常系数微分方程。

通解为 u = C1 cos r + C2 sin r + r2 − 2。

即 u(
√
x2 + y2) = C1 cos

√
x2 + y2 + C2 sin

√
x2 + y2 + x2 + y2 − 2。

1.1.2.2 特殊值反代

若是给出的不等式后还给出对应的特殊值，可以直接代入然后反代求出函

数，而不用链式法则。这里一般只能当一个变量为 0 才能带入，因为 0 与其他

数运算后不变。

例题：设 z = ex + y2 + f(x+ y)，且当 y = 0 时，z = x3，则求
∂z

∂x
。

解：已知 y = 0 时，z = ex + f(x) = x3，∴ f(x) = x3 − ex，f(x + y) =

(x+ y)3 − ex+y，z = ex + y2 + (x+ y)3 − ex+y。

∴ ∂z

∂x
= ex + 3(x+ y)2 − ex+y。

1.1.3 积分

1.1.3.1 积分到偏导

可能一个函数是积分的形式，又包含多个变量，要求其多元偏导值。
d
dx

∫ b(x)

a(x)
f(t) dt = b′(x)f [b(x)]− a′(x)f [a(x)]。

例题：设 z =
∫ 1

0
|xy − t|f(t) dt，0 ⩽ x ⩽ 1，0 ⩽ y ⩽ 1，其中 f(x) 为连续

函数，求 z′′xx + z′′yy。

解：首先因为 z 是一个绝对值的形式，所以根据积分的性质可以拆开积分

区间去掉绝对值：z =
∫ xy

0
(xy − t)f(t) dt +

∫ 1

xy
(t − xy)f(t) dt = xy

∫ xy

0
f(t) dt −∫ xy

0
tf(t) dt+

∫ 1

xy
tf(t) dt− xy

∫ 1

xy
f(t) dt。

z′x = y
∫ xy

0
f(t) dt+xy2f(xy)−xy2f(xy)−xy2f(xy)−y

∫ 1

xy
f(t) dt+xy2f(xy) =

y
∫ xy

0
f(t) dt− y

∫ 1

xy
f(t) dt。

z′′xx = y2f(xy) + y2f(xy) = 2y2f(xy)，同理根据变量对称性 z′′yy = 2x2f(xy)，

z′′xx + z′′yy = 2(x2 + y2)f(xy)。

1.1.3.2 偏导到积分

是偏导问题的逆问题。
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注意多元函数进行积分的适合多出来的常数 C 不再是常数，而是与积分变

量相关的 C(x)，C(y)，因为对其中一个变量积分时，另一个变量是看作常数的。

例题：设 z = f(x, y) 满足
∂2z

∂x∂y
= x+ y，且 f(x, 0) = x，f(0, y) = y2，求

f(x, y)。

解：根据 ∂x∂y 的求导顺序反向积分：
∂z

∂x
=

∫
(x+ y) dy = xy +

1

2
y2 + C1(x)。（x 看作常数）

再次积分 z =

∫ (
xy +

1

2
y2 + C1(x)

)
dx =

1

2
x2y +

1

2
xy2 +

∫
C1(x) dx +

C2(y)。（y 看作常数）

又 f(x, 0) = x，代入
∫
C1(x) dx + C2(0) = x，两边求导 C1(x) = 1，即∫

C1(x) dx =
∫

dx = x，z =
1

2
x2y +

1

2
xy2 + x+ C2(y)。

又 f(0, y) = y2，代入 C2(y) = y2。

∴ z =
1

2
x2y +

1

2
xy2 + x+ y2。

1.1.4 性质

1.1.4.1 存在性

即偏导数的存在性。

可微则偏导数存在，但是偏导数存在不一定可微。

偏导数存在则任意一侧极限存在，但是两侧极限不一定存在。

即 lim
x→x0

f(x, y0) = lim
y→y0

f(x0, y) = f(x0, y0)，而 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不一定存在。

而偏导数存在和函数连续性无关。

偏导数在该点连续是函数在该点可微的充分非必要条件。

例题：求函数 f(x, y) =
√

|xy| 在点 (0, 0) 处偏导数是否存在，是否可微。

解：对其求偏导：f ′
x(0, 0) = lim

∆x→0

f(0 + ∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

√
|∆x · 0| − 0

∆x
= 0 = A，同理 f ′

y(0, 0) = 0 = B，所以 f(x, y) 在 (0, 0) 处偏导数存在。

又 ∆z = f(0 + ∆x, 0 + ∆y)− f(0, 0) =
√
|∆x ·∆y|。

所以 lim
∆x→0
∆y→0

∆z − A∆x− B∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

= lim
∆x→0
∆y→0

√
|∆x ·∆y|√
∆2x+∆2y

不存在，所以此点不可

微。

1.1.4.2 连续性

即偏导数的连续性。也会考察原函数的连续性。

通过微分定义和极限即可证明。
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1.1.5 隐函数存在定理

当给出一个隐函数方程 f(x, y) 或 f(x, y, z) 时，各自对变量求偏导得到偏导

函数，然后将判断的点的值代入偏导函数，若得到的值不为 0则在该点的某个邻

域内能确定关于这个变量的隐函数，否则不能。

例题：已知方程 xy − z ln y + exz = 1，若存在点 (0, 1, 1) 的一个邻域，求该

邻域内该方程能确定哪些隐函数。

解：对于 F = xy − z ln y + exz − 1，则 F (0, 1, 1) = 0。

分别求偏导：F ′
x = y + zexz，F ′

y = x− z

y
，F ′

z = − ln y + xexz。

代入点：F ′
x = 1 + 1 = 2 ̸= 0，F ′

y = −1 ̸= 0，F ′
z = 0。

所以根据隐函数存在定理 x、y 的隐函数存在。

1.2 微分

1.2.1 多元函数极限

多元函数极限是一元函数极限的拓展，除了洛必达法则和单调有界准则外

其他方法可以直接使用。

用于判断该函数在某点是否可微。

1.2.1.1 可微性

例题：判断 f(x, y) =
√

|xy| 在 (0, 0) 是否可微。

解：判断可微性首先要判断偏导存在性。

f ′
x(0, 0) = lim

∆x→0

f(0 + ∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

√
|∆x · 0− 0

∆x
= 0 = A，同理

f ′
y(0, 0) = lim

∆y→0

f(0, 0 + ∆y)− f(0, 0)

∆y
= 0 = B。所以偏导数存在。

所以全微分为 ∆z = f(0 + ∆x, 0 + ∆y)− f(0, 0) =
√

|∆x ·∆y|。

判断可微 lim
∆x→0
∆y→0

∆z − A∆x− B∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

= lim
∆x→0
∆y→0

√
|∆x ·∆y|√

(∆x)2 + (∆y)2
，分子分母同幂

次，所以极限不存在，所以该点不可微。

1.2.1.2 多元函数连续性

若函数 f(x, y)在 (x0, y0)存在，则函数在该点连续，lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = f(x0, y0)，

即直接将该点函数值当作极限值，直接代入。

例题：计算 lim
(x,y)→(0,1)

1− xy

x2 + y2
。
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由于 (x, y) → (0, 1) 时 x2 + y2 = 1，所以该点有意义，直接代入得 1。

1.2.1.3 转换一元函数极限

即换元法，要求式子十分特殊，xy 是以同一种表达式出现，则可以作为因

子，能够转换为一元函数极限。

例题：计算 lim
(x,y)→(0,1)

arcsinxy
exy − 1

。

解：令 u = xy，所以 (x, y) → (0, 1) 时 u→ 0，= lim
u→0

arcsinu
eu − 1

= lim
u→0

u

u
= 1。

1.2.1.4 不等式放缩

使用不等式，如 x2 + y2 ⩾ 2xy、tanx ⩾ x ⩾ sinx。

为了方便计算一般式子都要带绝对值保证大于等于 0。

例题： lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)
。

解：由于 xy 都是趋于正无穷，所以不用加绝对值，0 ⩽
(

xy

x2 + y2

)x

⩽(
xy

2xy

)x

=

(
1

2

)x

→ 0。

所以极限值为 0。

1.2.1.5 极坐标替换

要求极限过程 (x, y) → (0, 0)，将二元函数极限转换为一元函数极限。

使用极坐标替换时一定要先判断极限是否存在，否则会是错误的。（或者 ρ

计算后被消掉，就证明极限会随着 θ 值变化而变化，则极限不存在）

如果满足极限过程沿着任意路径趋向都是逼近 0，比较分子分母幂次，如果

是分子的幂次小于等于分母的幂次，则这个极限往往是不存在的。

虽然极坐标替换比较好用，但是最好不要用。

为什么极坐标替换可能是错的？

因为多元函数极限是要求变量是沿着任意路径逼近某点极限值都存在，而

使用极坐标代换实际上是固定死趋近路线为直线，所以不满足极限存在定义。但

是这种任意路径是模糊的，所以存在一定的限制能使用该方法。

如 lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y
，按照极坐标替换方式可以算出极限值为 0，但是如果

取 y = −x2 + x3 时极限值为 1。

所以这个限制条件就是 θ 能在 [0, 2π) 中取到所有值。

5



如上面错误的案例中，得到 lim
ρ→0

r2(cos3 θ + sin3 θ)

r cos θ + sin θ 。这里的 θ 是变动值，从

而极限是无法求出的，所以不满足 θ 可以取任意值的条件。

例题：计算 lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
。

解：分子的幂次大于分母的幂次，则极限可能存在。

令 x = ρ cos θ，y = ρ sin θ，则 lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= lim

ρ→0

ρ3 cos θ sin2 θ

ρ2
=

lim
ρ→0

ρ cos θ sin2 θ = 0。

1.2.2 微分值

1.2.2.1 偏导法

1.2.2.2 全微分法

1.2.2.3 公式法

1.2.3 全微分

1.2.3.1 积分法

即根据全微分计算出原函数。对偏导求积分还原 f(x)。

求原函数或求微分参数可以使用。

例题：已知函数 z = f(x, y) 的全微分 dz = 2xdx+ sin ydy，f(1, 0) = 2，求

f(x, y)。

解：由全微分定义，可得
∂f

∂x
= 2x，

∂f

∂y
= sin y。

各自积分得到 f(x, y) = x2 − cos y +C，代入 f(1, 0) = 1− 1 +C = 2，所以

C = 2，即 f(x, y) = x2 − cos y + 2。

例题：设 (ax2y2 − 2xy2)dx+ (2x3y + bx2y + 1)dy 是函数 f(x, y) 的全微分，

求参数。

解：由全微分定义可知，f ′
x = ax2y2 − 2xy2，f ′

y = 2x3y + bx2y + 1。

分别对其积分：f(x, y) =
∫
(ax2y2 − 2xy2)dx =

∫
(2x3y + bx2y + 1)dy。

从而
a

3
x3y2 − x2y2 +C(y) = x3y2 +

b

2
x2y2 + y +C(x)，解得 a = 3，b = −2，

f(x) = x3y2 − x2y2 + y。
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1.2.3.2 偏导法

当原偏导很难求积分，就再次偏导。

若函数连续，则利用偏导不变性
∂f

∂x∂y
=

∂f

∂y∂x
。

可以求出参数。

例题：已知
(x+ ay)dx+ ydy

(x+ y)2
为全微分，求 a。

解：如果使用上面的积分法很难求出参数，采用积分法。

设原函数 u(x, y)，则
∂u

∂x
=

x+ ay

(x+ y)2
，
∂u

∂y
=

y

(x+ y)2
。

分别对其求偏导：
∂2u

∂x∂y
=

a(x+ y)2 − (x+ ay)2(x+ y)

(x+ y)4
=

(a− 2)x− ay

(x+ y)3
，

∂u

∂y
=

−2y

(x+ y)3
。

所以两者相等，即 (a− 2)x ≡ (a− 2)y，所以 a = 2。

1.2.3.3 极限定义

全微分形式： lim
∆x→0
∆y→0

∆z − (A∆x+B∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

。

要求 dz|(a,b)，就要求 lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) − f(a, b) = cx + dy + o(ρ)，c 和 d 就

是 dxdy 的参数。

例题：连续函数 z = f(x, y) 满足 lim
x→0
y→1

f(x, y)− 2x+ y − 2√
x2 + (y − 1)2

= 0，求 dz|(0,1)。

解：当 x→ 0，y → 1时
√
x2 + (y − 1)2 → 0，又 lim

x→0
y→1

f(x, y)− 2x+ y − 2√
x2 + (y − 1)2

= 0，

∴ lim
x→0
y→1

f(x, y)− 2x+ y − 2 = 0。

又 f(x, y) 连续，则 f(0, 1) + 1 − 2 = 0，f(0, 1) = 1。将值代入，并按分子

配方：

lim
x→0
y→1

f(x, y)− f(0, 1)− 2x+ (y − 1)√
x2 + (y − 1)2

= 0，即 f(x, y)−f(0, 1) = 2x− (y−1)+

o(ρ)。

根据全微分的定义偏导数就是其系数，f ′
x(0, 1) = 2，f ′

y(0, 1) = −1。

∴ dz|(0,1) = 2dx− dy。

例题：设 f(x, y)在 (0, 0)处连续，且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− a− bx− cy

ln(1 + x2 + y2)
= 1，其

中 a, b, c 为常数，求 df(x, y)|(0,0)。

解：根据全微分的定义，分母应该是根号的形式，所以对于极限使用等价无穷

小替换 ln(x+1) ∼ x，ln(1+x2+y2) = x2+y2， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− a− bx− cy

x2 + y2
= 1。

又 (x, y) → 0 时 x2 + y2 → 0，∴ f(x, y)− a− bx− cy → 0。

又 f(x, y)在 (0, 0)处连续，f(0, 0) = a。根据极限和无穷小的关系将其代回：
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lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− bx− cy

x2 + y2
= 1 + o(1)。

∴ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− bx− cy = x2 + y2 + o(1) · (x2 + y2) = o(ρ)。

∴ lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0) = bx+ cy + o(ρ)。

即 f ′
x(0, 0) = b，f ′

y(0, 0) = c。df(x, y)|(0,0) = bdx+ cdy。

1.2.3.4 隐函数

二元隐函数求导公式：
dy
dx = −F

′
x

F ′
y

。

三元隐函数求导公式：
∂z

∂x
= −F

′
x

F ′
z

，
∂z

∂y
= −

F ′
y

F ′
z

。

1.2.3.4.1 给定表达式

表达式直接给出，所以直接对表达式进行偏导。

例题：设 f(x, y, z) = ex + y2z，其中 z = z(x, y) 由 x + y + z + xyz = 0 确

定，求 f ′
x(0, 1,−1)。

解：f ′
x(x, y, z) = ex + y2z′x。

又 x+ y + z + xyz = 0 对 x 求导：1 + z′x + yz + xyz′x = 0，代入 (0, 1,−1)，

1 + z′x − 1 = 0，z′x = 0。代入 f ′
x(x, y, z) = e0 = 1。

1.2.3.4.2 未定表达式

表达式未直接给出，而是以 f(u, v) 的形式，此时求导要使用链式法则和隐

函数法则。

如果 uv 中不含有目标函数 z 则使用一般的链式求导法，如果 uv 中含有 z

则需要使用隐函数求导公式。

由于 f 是未知的，所以一般 f(u, v) 对 u 求一阶导记为 f ′
1，v 求一阶导记为

f ′
2，对 uv 各求导记为 f ′′

12，vu 各求导记为 f ′′
21，对 u 求二阶导记为 f ′′

11，v 求二

阶导记为 f ′′
22。

例题：已知 f
(y
x
,
z

x

)
= 0确定函数 z = z(x, y)，f(u, v)可微，求 x

∂z

∂x
+y

∂z

∂y
。

解：如果 uv 中不含有 z 则直接使用链式法则，但是此时 v =
z

x
就不能直接

使用链式法则了。

∂z

∂x
= −F

′
x

F ′
z

= −
− y

x2
f ′
1 −

z

x2
f ′
2

1

x
f ′
2

=

y

x
f ′
1 +

z

x
f ′
2

f ′
2

，
∂z

∂y
= −

F ′
y

F ′
z

= −

1

x
f ′
1

1

x
f ′
2

= −f
′
1

f ′
2

。

∴ x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=
yf ′

1 + zf ′
2 − yf ′

1

f ′
2

= z。
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2 多元函数极值最值

2.1 无条件极值

2.1.1 显函数

首先对原式分别对 xy 求导令其为 0，得到极值点。利用根的规则计算二阶

微分判断点是否为极值点和为哪种极值点，最后得到极值。

2.1.2 隐函数

首先对原式分别对 xy 求导，然后令 z′x、z
′
y 全部为 0 得到关系式，再把关系

式带回原式得到可疑点。计算二阶微分判断点是否为极值点和为哪种极值点，最

后得到极值。

例题：已知对于 z = z(x, y) > 0 由 x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 4z − 10 = 0 确

定，求其极值。

解：由于 x, y 具有对称性，所以分别求偏导得到：
∂z

∂x
=

1− x

z − 2
，
∂z

∂y
=

1− y

z − 2
。

令偏导数等于 0，则得到唯一驻点 (1, 1)。

带入方程解的 (z − 6)(z + 2) = 0，解得 z(1, 1) = 6（z > 0）。

为判断极值点，需要求二阶偏导。

∂2z

∂x2
=

−(z − 2)− (1− x)
∂z

∂x
(z − 2)2

，所以带入 (1, 1) 和
∂z

∂x
= 0，得到 A = −1

4
。

∂2z

∂x∂y
=

(x− 1)
∂z

∂y

(z − 2)2
，同理得 B = 0。

∂2z

∂y2
=

−(z − 2)− (1− y)
∂z

∂y

(z − 2)2
，同理得 C = −1

4
。

∆ < 0 且 A > 0，所以得到极大值 6。

2.1.3 极限形式

在求解选择题时常可利用满足全部题设条件的特例来确定正确的选项，是

利用极限的充分必要条件来给出函数的一般表达式，然后进行分析极值情况。

例题：已知 f(x, y)在 (0, 0)某领域内连续，且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) + 4x2 − y2

x4 + x2y2 + y4
=

1，判断 (0, 0) 是否未为函数极值点。

解：即取 f(x, y) = −4x2 + y2 + x4 + x2y2 + y4，求 f ′
x(0, 0) = f ′

y(0, 0) = 0，

f ′′
xx(0, 0) = −8，f ′′

xy(0, 0) = 0，f ′′
yy(0, 0) = 2，从而 (0, 0) 是驻点，且 A = −8、
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B = 0、C = 2，∆ = −16 < 0，所以不是极值点。

2.2 有条件极值

与无条件极值一样，在边界就是显函数可以直接求，在区域内就是隐函数需

要求出可疑点再计算可疑点的二阶导数值判断。

2.2.1 闭区域边界

即使用拉格朗日乘数法。

2.2.2 闭区域内

1. 对原式 f(x, y) 分别对 x, y 求偏导并令为 0 得到区域内可疑点。

2. 使用拉格朗日乘数法对 f(x, y) 求出边界上可疑点。

3. 将所有可疑点代入原函数，计算出所有的值并进行比较。

3 多元函数微分应用

3.1 空间曲线的切线与法平面

3.1.1 参数方程

设空间曲线 Γ 由参数方程


x = ϕ(t)

y = ψ(t)

z = ω(t)

给出，其中 ϕ(t), ψ(t), ω(t) 均可导，

P0(x0, y0, z0) 为 Ω 上的点，且当 t = t0 时，ϕ
′(t0)，ψ

′(t0)，ω
′(t0) 均不为 0，则：

• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切向量为 τ⃗ = (ϕ′(t0), ψ
′(t0), ω

′(t0))。

• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切线方程为
x− x0
ϕ′(t0)

=
y − y0
ψ′(t0)

=
z − z0
ω′(t0)

。

• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的法平面（过 P0 且与切线垂直的平面）方程

为 ϕ′(t0)(x− x0) + ψ′(t0)(y − y0) + ω′(t0)(z − z0) = 0。
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3.1.2 交面式方程

设空间曲线 Γ 由交面方程

 F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
给出，则：

• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切向量为

τ⃗ =

∣∣∣∣∣∣ F
′
y F ′

z

G′
y G′

z

∣∣∣∣∣∣
P0

,

∣∣∣∣∣∣ F
′
z F ′

x

G′
z G′

x

∣∣∣∣∣∣
P0

,

∣∣∣∣∣∣ F
′
x F ′

y

G′
x G′

y

∣∣∣∣∣∣
P0

。
• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切线方程为

x− x0∣∣∣∣∣∣ F
′
y F ′

z

G′
y G′

z

∣∣∣∣∣∣
P0

,
y − y0∣∣∣∣∣∣ F
′
z F ′

x

G′
z G′

x

∣∣∣∣∣∣
P0

,
z − z0∣∣∣∣∣∣ F
′
x F ′

y

G′
x G′

y

∣∣∣∣∣∣
P0

。

• 曲线 Γ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的法平面方程为∣∣∣∣∣∣ F
′
y F ′

z

G′
y G′

z

∣∣∣∣∣∣
P0

(x− x0) +

∣∣∣∣∣∣ F
′
z F ′

x

G′
z G′

x

∣∣∣∣∣∣
P0

(y − y0) +

∣∣∣∣∣∣ F
′
x F ′

y

G′
x G′

y

∣∣∣∣∣∣
P0

(z − z0) = 0。

3.2 空间曲面的切平面与法线

3.2.1 隐式

设空间曲面 Σ 由方程 F (x, y, z) = 0 给出，P0(x0, y0, z0) 是 Σ 上的点，则：

• 曲面 Σ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的法向量为 n⃗ = (F ′
x(x0, y0, z0), F

′
y(x0, y0, z0),

F ′
z(x0, y0, z0)) 且法线方程为

x− x0
F ′
x(x0, y0, z0)

=
y − y0

F ′
y(x0, y0, z0)

=
z − z0

F ′
z(x0, y0, z0

。

• 曲面 Σ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切平面方程为 F ′
x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′

y

(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′
z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0。

3.2.2 显式

设空间曲面 Σ 由方程 z = f(x, y) 给出，令 F (x, y, z) = f(x, y)− z，假定法

向量的方向向下，即其余 z 轴正向所成的角为钝角，即 z 为-1，则：

• 曲面 Σ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的法向量为 n⃗ = (f ′
x(x0, y0), f

′
y(x0, y0),−1)，且

法线方程为
x− x0
f ′
x(x0, y0)

=
y − y0

f ′
y(x0, y0)

=
z − z0
−1

。

• 曲面 Σ 在点 P0(x0, y0, z0) 处的切平面方程为 f ′
x(x0, y0)(x− x0) + f ′

y(x0, y0)

(y − y0)− (z − z0) = 0。
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若是反之成锐角，则将里面所有的-1 都换成 1。

若用 α，β，γ表示曲面 z = f(x, y)在点 (x0, y0, z0)处的法向量的方向角，并这

里假定法向量的方向是向上的，即其余 z 轴正向所成的角 γ 为锐角，则法向量方

向余弦为 cosα =
−fx√

1 + f 2
x + f 2

y

，cos β =
−fy√

1 + f 2
x + f 2

y

，cos γ =
1√

1 + f 2
x + f 2

y

，

其中 fx = f ′
x(x0, y0)，fy = f ′

y(x0, y0)。

例题：设直线 L

 x+ y + b = 0

x+ ay − z − 3 = 0
在平面 π 上，而平面 π 与曲面 z =

x2 + y2 相切于 (1,−2, 5)，求 ab 的值。

解：L 在 π 上且与曲面相切，则 π 为 L 的切平面。设曲面方程 F (x, y, z) =

x2 + y2 − z。

曲面法向量为 n⃗ = {F ′
x, F

′
y, F

′
z} = {2x, 2y,−1}，代入 (1,−2, 5)，则法向量为

{2,−4,−1}。

又点法式：π : 2(x− 1)− 4(y + 2)− (z − 5) = 0，即 2x− 4y − z − 5 = 0。

联立直线方程，得到：(5 + a)x+ 4b+ ab− 2 = 0，又 x 是任意的。

解得 a = −5, b = −2。
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