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1. (20 pts) 单项选择题

(a) (4’) 若当 x → 0 时，(cosx− 1) ln(1 + x2) 是比 x sinn x 高阶的无穷小，且 x sinn x

是比 3x
2 − 1 高阶的无穷小，则正整数 n 的值为（ ）

A. 1. B. 2. C. 3. D. 4.

Solution: B.

(cosx− 1) ln(1 + x2) ∼ (−x2/2)x2 是 x 的 4 阶无穷小；3x
2 − 1 ∼ x2 ln 3 是 x

的 2 阶无穷小. 因此 x sinn x ∼ xn+1，n ∈ N+ 是 x 的 3 阶无穷小，故 n = 2.

(b) (4’) 已知平面曲线的极坐标方程为 r = cos θ + sin θ，则该曲线在对应于 θ =
π

4
的

点处的切线方程为（ ）

A. y = x. B. y = −x. C. y = x− 2. D. y = −x+ 2.

Solution: D.

θ = π
4
⇒ r =

√
2. 因此直角坐标下对应的点是 (1, 1).

由于 x = r cos θ = cos2 θ + sin θ cos θ = 1
2
(cos 2θ + 1 + sin 2θ)，

y = r sin θ = sin θ cos θ + sin2 θ = 1
2
(sin 2θ + 1− cos 2θ)，

dx
dθ = − sin 2θ + cos 2θ, dy

dθ = cos 2θ + sin 2θ.

代入 θ = π/4 得
dy
dx =

dy
dθ

/dx
dθ = −1.

因此，曲线在 θ = π/4 处的切线是一条过点 1, 1，斜率为 −1 的直线，方程为

y = −x+ 2.

(c) (4’) 极限 lim
n→∞

(
1√

n4 + n
+

2√
n4 + 2n

+ · · ·+ n√
n4 + n2

)
=（ ）

A. 1

2
. B. 1

3
. C. 1

6
. D. 1.

Solution: A.

∀i ∈ {1, 2, 3, · · · , n}, i√
n4 + n2

≤ i√
n4 + ni

≤ i√
n4

.

因此
n∑

i=1

i√
n4 + n2

≤
n∑

i=1

i√
n4 + ni

≤
n∑

i=1

i√
n4

.
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其中

lim
n→∞

n∑
i=1

i√
n4 + n2

= lim
n→∞

n(n+ 1)

2
√
n4 + n2

= lim
n→∞

(1 + 1/n)

2
√

1 + 1/(n2)
=

1 + 0

2
√
1 + 0

=
1

2
.

lim
n→∞

n∑
i=1

i√
n4

= lim
n→∞

n(n+ 1)

2
√
n4

= lim
n→∞

(1 + 1/n)

2
√
1

=
1 + 0

2
=

1

2
.

由夹逼定理得原极限为
1

2
.

(d) (4’) 设函数 f(x)在 [a, b]上可导，满足：f(a)f(b) < 0，且 f ′(x) > −f(x)，x ∈ (a, b)，

则 f(x) 在 [a, b] 上的零点个数为（ ）

A. 3. B. 2. C. 1. D. 0.

Solution: C.

首先，由于 f(x) 在 [a, b] 上可导，则其在 [a, b] 上连续. 据零点存在定理，由
于 f(a)f(b) < 0，f(x) 在 [a, b] 上至少存在一个零点.

考虑条件 f ′(x) + f(x) > 0. 构造辅助函数 g(x) = exf(x)，g′(x) = ex(f ′(x) +

f(x)) > 0. 因此 g(x) 是严格单调增函数. 由于 f(a)f(b) < 0，g(a)g(b) =

eaf(a)ebf(b) < 0. 由零点存在定理，g(x) 在 (a, b) 上有且仅有一个零点.

假设 f(x) 存在两个不同的零点 a < x1 < x2 < b，那么：

g(x1) = ex1f(x1) = 0, g(x2) = ex2f(x2) = 0

而 g(x) 的零点是唯一的，因此 x1 = x2，故 f(x) 的零点也是唯一的.

(e) (4’) 设 f(x) 在 x0 的某邻域 U(x0) 内有定义，在去心邻域 U̇(x0) 内可导，则对于

下列论断：

（1） 若 lim
x→x0

f ′(x) = ∞，则 f ′(x0) 不存在；

（2） 若 f ′(x0) 存在且等于常数 A，则 lim
x→x0

f ′(x) 也存在且等于 A；

（3） 若 f ′(x0) 不存在，则 lim
x→x0

f ′(x) 不存在.

正确论断的个数是（ ）

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3.
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Solution: B.

（1） 直觉上我们可以认为该命题成立：既然导函数趋向于无穷，那么该点的
导数应当也等于无穷. 下面给出严谨的证明：

采用反证法. 假设 f ′(x0) 存在并且为有限实数 L. 由于导数在 x0 存在，

则 f 在 x0 连续，因此可在任意小闭区间上应用拉格朗日中值定理.

因为

lim
x→x0

f ′(x) = +∞,

所以对任意 M > 0，存在 δ > 0，使得

0 < |x− x0| < δ =⇒ f ′(x) > M. (1)

另一方面，由 f ′(x0) = L 可知

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= L.

因此存在 0 < η ≤ δ，当 0 < |x− x0| < η 时，∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

− L

∣∣∣∣ < 1,

从而 ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ < |L|+ 1.

选取 M > |L|+ 1，则对所有 0 < |x− x0| < η 有∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ < M. (2)

对任意 0 < |x − x0| < η，f 在区间 [x0, x]（或 [x, x0]）上连续，在开区

间可导，因此由拉格朗日中值定理可知存在 ξ 介于 x 与 x0 之间，使得

f ′(ξ) =
f(x)− f(x0)

x− x0

.

根据 (2)，f ′(ξ) < M；但根据 (1)，又必须有 f ′(ξ) > M . 矛盾.

因此 f ′(x0) 不可能为有限实数，即 f ′(x0) 不存在.
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（2） 该命题等价于：f(x) 的导函数在 x0 的邻域内连续. 反例：

f(x) =

{
x2 sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

f(x) 在 0 处的导数

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
x sin 1

x
= 0.

而 f(x) 的导函数

f ′(x) = 2x sin 1

x
− cos 1

x

在 x = 0 处不存在.

（3） 任意一个被挖去定义域上 x0 该点的函数都可以作为反例. 例如

f(x) =

{
x2, x ̸= 0,

1, x = 0.

该函数在 x = 0 处导数不存在，但导函数的极限存在，因为 x = 0 是导

函数的可去间断点.
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2. (20 pts) 填空题

(a) (4’) 极限 lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)2n

= .

Solution: e−4.

lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)2n

= lim
n→∞

(
1− 2

n+ 1

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

1

−n+1
2

)2n·n+1
−2

· −2
n+1

= lim
n→∞

[(
1 +

1

−n+1
2

)·n+1
−2 ]2n· −2

n+1
= lim

n→∞
e

−4n
n+1 = e−4.

(b) (4’) 函数 f(x) =
x3 + 4x+ 5

x2 − 1
的第一类间断点是： .

Solution: x = −1.

函数的间断点是 x = 1, x = −1.

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

1 + 4 + 5

x2 − 1
= ∞, lim

x→−1
f(x) = lim

x→−1

(x+ 1)(x2 − x+ 5)

(x+ 1)(x− 1)
= −7

2

因此函数的第一类间断点是 x = −1.

(c) (4’) 函数 y = f(x) 由

{
x(t) = 1 + t,

y(t) = 2t+ 3t2
确定，则 df |x=2 = .

Solution: 8dx

dx
dt = 1,

dy
dt = 6t+ 2 ⇒ dy

dx = 6t+ 2 = 6(x− 1) + 2.

代入 t = 1 或 x = 2 得

df |x=2 = 6× 1 + 2dx = 8dx.

(d) (4’) 已知 f(a) = 2，f ′(a) = 3，则极限 lim
h→0

f 2(a+ 2h)− f 2(a− h)

h
= .

Solution: 36.

lim
h→0

f 2(a+ 2h)− f 2(a− h)

h
= 3(f 2(a))′ = 3 · 2f(a)f ′(a) = 36.
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注：此处是将 f 2(a+ 2h)− f 2(a− h) 拆成了 f 2(a+ 2h)− f 2(a+ h) + f 2(a+

h)− f 2(a) + f 2(a)− f 2(a− h)，再进行结合，从而得到 3(f 2(a))′.

(e) (4’) 设函数 f(x) = (1 + x)x，则 f(x) 带皮亚诺余项的二阶麦克劳林展开式为

.

Solution: f(x) = 1 + x2 + o(x2).

f(x) = ex ln(1+x)

f ′(x) = ex ln(1+x)(ln(1 + x) +
x

1 + x
)

f ′′(x) = ex ln(1+x)(ln(1 + x) +
x

1 + x
)2 + ex ln(1+x)(

1

1 + x
+

1

(1 + x)2
)

代入 x = 0：

f(0) = 1, f ′(0) = 1(0 +
0

1
) = 0, f ′′(0) = 1 · (0)2 + 1(

1

1
+

1

12
) = 2

因此

f(x) = 1 + x2 + o(x2).

3. (8 pts) 极限定义证明题

用极限定义证明：lim
x→3

(
1− 3

x

)
= 0.

Solution:

需证：

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. ∀0 < |x− 3| < δ, |1− 3

x
| < ε.

当 δ ≤ 1 时，有 2 < x < 4

|1− 3

x
| = |x− 3

x
| < 1

2
|x− 3|

当 δ ≤ 2ε 时，1
2
|x− 3| < 1

2
· 2ε = ε

因此，取 δ = min{1, 2ε}. 此时有

|1− 3

x
| = |x− 3|

|x|
<

2ε

2
= ε. □
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4. (16 pts) 极限计算

(a) (8’) 求极限 lim
x→0

e−x(x− arcsinx)

sinx ln(1 + x2)
.

Solution:

lim
x→0

e−x(x− arcsinx)

sinx ln(1 + x2)
= lim

x→0

x− arcsinx

sinx ln(1 + x2)

= lim
x→0

x− (x+ 1
6
x3 + o(x3))

x3

= −1

6
.

(b) (8’) 已知函数满足：f(0) = f ′(0) = 0，f ′′(0) = 6，求 lim
x→0

f(sin2 x)

x4
.

Solution:

lim
x→0

f(sin2 x)

x4
= lim

x→0

f ′(sin2 x)2 sinx cosx
4x3

= lim
x→0

f ′(sin2 x)

2x2
= lim

x→0

f ′(sin2 x)

2 sin2 x

=
1

2
lim
t→0

f ′(t)

t
=

1

2
lim
t→0

f ′(t)− f ′(0)

t− 0

=
1

2
f ′′(0) = 3.

此处能洛第一次，但是不能洛第二次的原因：

题目条件并未声明导函数的存在性. 如果补充条件 f 二阶可导，那么可以使

用两次洛必达法则.
此处可以洛第一次是因为，由于 0 处二阶导数 f ′′(0) 的存在性，极限

lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
是存在的, 而极限的定义域是 x0（在这里是 0）的去心邻

域，因此函数 f(x) 的导函数 f ′(x) 在 0 的去心邻域内一定存在，故可使用洛
必达法则；

而题目条件并没有给出 f ′′(x)，也就是 f(x) 的二阶导函数的存在性，而使用
洛必达法则后会出现如下式子：

lim
x→0

f ′′(sin2 x)2 sinx cosx
4x

该式要求 f ′′(x) 在 0 的去心邻域内有定义，而这是不可保证的，因此不可在
此使用洛必达法则，只能使用导数的定义求解.
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5. (18 pts) 导数计算

(a) (9’) 已知函数 y = y(x)由方程 ey +6xy+x2− 1 = 0所确定，求
dy
dx

∣∣∣
x=0
，

d2y

dx2

∣∣∣
x=0

.

Solution:
首先求 y|x=0：ey(0) − 1 = 0 ⇔ y(0) = 0.

两边求导：

y′ey + 6(y + xy′) + 2x = 0 ⇒ y′(0)e0 + 6 · 0 + 0 = 0

因此 y′(0) = 0. 再次两边求导：

y′′ey + (y′)2ey + 6(y′ + y′ + xy′′) + 2 = 0 ⇒ y′′(0)e0 + 02e0 + 6 · 0 + 2 = 0

因此 y′′(0) = −2. 综上所述，

dy
dx

∣∣∣
x=0

= 0,
d2y

dx2

∣∣∣
x=0

= −2.

(b) (9’) 设函数 f(x) = (x+ 1)2 sinx+ lnx，求 f (2022)(π).

Solution:

(lnx)(2022) = (−1)2022−1(2022− 1)!x−2022 = −2021!

x2022
.

[(x+ 1)2 sinx](2022) =
2022∑
i=0

(
2022

i

)
[(x+ 1)2](i)(sinx)(2022−i)

=
2∑

i=0

(
2022

i

)
[(x+ 1)2](i)(sinx)(2022−i)

= (x+ 1)2(sinx)(2022) + 2022 · 2(x+ 1)(sinx)2021

+

(
2022

2

)
2(sinx)2020

= (x+ 1)2(− sinx) + 4044(x+ 1) cosx+ 2

(
2022

2

)
sinx

代入 x = π

f (2022)(π) = −4044(π + 1)− 2021!

π2022
.
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6. (8 pts) 解答题
设 −3

2
< x0 < 3，xn+1 =

√
2xn + 3，n ∈ N. 证明数列 {xn} 收敛，并求其极限.

Solution: 首先使用数学归纳法证明 {xn}有界. 由于 x0 ∈ (−3
2
, 3)，可知 x1 ∈ (0, 3).

假设 0 < xk < 3，则 0 < 3 < 2xk + 3 < 9，从而 xk+1 =
√
2xn + 3 ∈ (0, 3). 因此

{xn} 有界. 同时，

xn+1

xn

=

√
2xn + 3

xn

=

√
2

xn

+
3

x2
n

>

√
2

3
+

3

9
= 1.

又 xn > 0，可得 {xn} 单调递增. 因此数列 {xn} 收敛，设其极限为 L. 则

L =
√
2L+ 3 ⇔ L = 3

因此，数列 {xn} 的极限是 3.
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7. (10 pts) 证明题
设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 上可导，且 f(0) = f(1) = 0，max

x∈[0,1]
= M > 0.

证明：

(a) (4’) 存在 x0 ∈ (0, 1)，使得 f ′(x0) = 0；

Solution:
由罗尔定理，f(x)在 [0, 1]连续，在 (0, 1)可导，且 f(0) = f(1)，则 ∃ξ ∈ (0, 1)，

使得 f ′(ξ) = 0.□

(b) (6’) 对于大于 1 的任意正整数 n，存在 ξ1, ξ2 ∈ (0, 1)，且 ξ1 ̸= ξ2，使得
1

f ′(ξ1)
− 1

f ′(ξ2)
=

n

M
.

Solution:
设 f(x) 在 x = m 处取得最值 M . 则据拉格朗日中值定理，

• ∃x1 ∈ (0,m)，f ′(x1) = M/m.

• ∃x2 ∈ (m, 1)，f ′(x2) = −M/(1−m).

取 ξ2 = x2. 问题转化为证明

∃ξ1,
1

f ′(ξ1)
=

n

M
+

1−m

M
=

n+ 1−m

M
.

据达布定理，

∀c ∈ (
−M

1−m
,
M

m
), ∃ξ ∈ (x1, x2), f ′(ξ) = c.

同时，
M

m
− M

n+ 1−m
= M

n+ 1− 2m

m(n+ 1−m)
> 0

M

n+ 1−m
− −M

1−m
= M

n+ 2− 2m

(n+ 1−m)(1−m)
> 0

因此
M

n+ 1−m
∈ (

−M

1−m
,
M

m
). 故 ∃ξ1 ∈ (x1, ξ2), f ′(ξ1) =

M

n+ 1−m
. 即

∃ξ1, ξ2 ∈ (0, 1), ξ1 ̸= ξ2, s.t. 1

f ′(ξ1)
− 1

f ′(ξ2)
=

n

M
.

□
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Solution:
另:

由于 f(x) 是 [0, 1] 上的连续函数，且 ∃ξ，f(ξ) = M > 0，由连续函数的介值

定理得

∀n ∈ N+, ∃ ξ0 ∈ (0, 1), f(ξ0) =
M

n
.

据拉格朗日定理

• ∃ x1 ∈ (0, ξ0)，f ′(x1) =
M/n− 0

ξ0 − 0
=

M

nξ0
.

• ∃ x2 ∈ (ξ0, 1)，f ′(x2) =
0−M/n

1− ξ0
=

M

n(1− ξ0)
.

则
1

f ′(x1)
+

1

f ′(x2)
=

nξ0
M

+
n(1− ξ0)

M
=

n

M
.

□


