
高等数学 I 习题课 16
级数

上海科技大学

2025.12.30

上海科技大学 高等数学 I 习题课 16 2025.12.30 1 / 35



目录

1 数项级数

2 正项级数

3 交错级数

上海科技大学 高等数学 I 习题课 16 2025.12.30 2 / 35



在开始之前…

既然我们已经有了积分这样强有力的分析工具，为什么还需要级数
这样一种间断的求和方法？
电子设备只能将实时信号转化为离散形式，再进行处理与分析
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数项级数

定义

给定数列 {an}，称和式
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

为无穷级数，简称级数. 和式中的每一项称为级数的项，an 称为级数的
通项或一般项.
有限项和

Sn =

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an

称为级数的前 n 项部分和.
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数项级数

敛散性

若级数
∞∑
n=1

an 的部分和数列 {Sn} 收敛，且 limn→∞ Sn = S，则称级数
∞∑
n=1

an 收敛，且收敛到 S.

S = lim
n→∞

Sn =

∞∑
n=1

an

若 {Sn} 发散则称级数
∞∑
n=1

an 发散.
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数项级数

级数的线性运算

∞∑
n=1

an = S, c ∈ R ⇒
∞∑
n=1

c an = cS

∞∑
n=1

an = S,
∞∑
n=1

bn = T ⇒
∞∑
n=1

(an + bn) = S + T
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数项级数

敛散性的不变性

增、删、改有限项，级数的敛散性不变
若级数收敛到 S，则对其相邻若干项加括号并为一项后，级数仍然
收敛到 S

若级数收敛，则 lim
n→∞

an = 0
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数项级数

例

判断以下级数的敛散性，并求收敛级数的和

(1)
∞∑
n=1

3n + (−2)n

6n

(3)
∞∑
n=1

ln n

n+ 1

(2)
∞∑
n=1

1

n(n+ 2)

(4)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n
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数项级数
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正项级数

收敛原理

正项级数：∀n, an ≥ 0 的级数

正项级数
∞∑
n=1

an 收敛的充要条件是其部分和数列 {Sn} 有上界

推论：若级数
∞∑
n=1

an 满足：∃ N > 0，使得当 n > N 时，有

an ≥ 0，那么级数
∞∑
n=1

an 收敛的充要条件是
∞∑
n=1

an 的部分和数列

{Sn} 有上界.
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正项级数

p 级数

讨论
∞∑
n=1

1

np
的敛散性.
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正项级数
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正项级数

比较判别法

若
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 均为正项级数，且 ∃N ∈ Z+，使得当 n > N 时，

an ≤ bn

那么：
当

∞∑
n=1

bn 收敛时，
∞∑
n=1

an 也收敛；

当
∞∑
n=1

an 发散时，
∞∑
n=1

bn 也发散.
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正项级数

比较判别法的极限形式

设 an ≥ 0 且 bn > 0 (n ∈ N+)，又 lim
n→∞

an
bn

= l（或 +∞），那么

(1) 当 0 < l < +∞ 时，级数
∞∑
n=1

an 与
∞∑
n=1

bn 有相同的敛散性；

(2) 当 l = 0 时，由
∞∑
n=1

bn 收敛可得
∞∑
n=1

an 收敛；

(3) 当 l = +∞ 时，由
∞∑
n=1

an 发散可得
∞∑
n=1

bn 发散.
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正项级数

p-判别法

设
∞∑
n=1

an 是正项级数，且 lim
n→∞

npan = l（或 +∞），那么

(1) 当 0 ≤ l < +∞，且 p > 1 时，
∞∑
n=1

an 收敛；

(2) 当 0 < l ≤ +∞，且 p ≤ 1 时，
∞∑
n=1

an 发散.
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正项级数

例 11.9, 11.10

判断下列级数的敛散性：

(1)
∞∑
n=1

1√
n3 − n+ 1

(2)
∞∑
n=1

aln 1
n (a > 0)
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正项级数

比值判别法

设
∞∑
n=1

an 是正项级数，且 lim
n→∞

an+1

an
= l（或 +∞），那么

(1) 当 0 ≤ l < 1 时，级数
∞∑
n=1

an 收敛；

(2) 当 1 < l < +∞ 时，级数
∞∑
n=1

an 发散.

注意：l = 1 则不可用此方法判断
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正项级数

根值判别法

设
∞∑
n=1

an 是正项级数，且 lim
n→∞

n
√
an = l（或 +∞），那么

(1) 当 0 ≤ l < 1 时，级数
∞∑
n=1

an 收敛；

(2) 当 1 < l < +∞ 时，级数
∞∑
n=1

an 发散.

注意：l = 1 则不可用此方法判断
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正项级数

积分判别法

设
∞∑
n=1

an 是正项级数，若非负函数 f(x) 在 [1,+∞) 上单调减少，且

∀n ∈ Z+, an = f(n)，则级数
∞∑
n=1

an 与反常积分
∫ +∞

1
f(x)dx 的敛散

性相同.
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正项级数

例

判断下列级数的敛散性：

(1)
∞∑
n=1

n3

3n

(3)
∞∑
n=1

(
2n arcsin 1

n

)n/2

(5)
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

n!

(2)
∞∑
n=1

3n ·
(

n

n+ 1

)n2

(4)
∞∑
n=1

arctann

n2 + 1

(6)
∞∑
n=1

ne−n2
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正项级数
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正项级数

习题 11 T10

证明：
(1) 若 an ≥ 0，且

∞∑
n=1

an 收敛，则
∞∑
n=1

a2n 收敛
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正项级数

习题 11 T10

证明：
(2) 若 an ≥ 0，且数列 {nan} 收敛，则

∞∑
n=1

a2n 收敛
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正项级数

习题 11 T10

证明：
(3) 若 an ≥ 0, bn ≥ 0，且

∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 都收敛，则
∞∑
n=1

anbn 和
∞∑
n=1

(an + bn)
2 都收敛；
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正项级数

习题 11 T10

证明：
(4) 若 an ≥ 0，且

∞∑
n=1

an 收敛，则
∞∑
n=1

an
n
收敛

上海科技大学 高等数学 I 习题课 16 2025.12.30 27 / 35



正项级数

习题 11 T10

证明：
(5) 若数列 {nan} 收敛，且

∞∑
n=1

n(an − an−1) 收敛，则
∞∑
n=1

an 收敛
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交错级数

Leibniz 判别法

各项正负相间，即形如 ±
∞∑
n=1

(−1)n−1an (an > 0) 的级数称为交错级数.

若交错级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an 满足：

(1) 0 < an+1 ≤ an (n ∈ Z+)

(2) limn→∞ an = 0

则级数
∞∑
n=1

(−1)n−1an 收敛，且其余项级数满足∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)n−1an

∣∣∣∣∣ ≤ an+1
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交错级数

绝对收敛与条件收敛

设
∞∑
n=1

an 是任意项级数. 若级数
∞∑
n=1

|an| 收敛，则称
∞∑
n=1

an 绝对收敛；

若级数
∞∑
n=1

|an| 发散而
∞∑
n=1

an 收敛，则称级数
∞∑
n=1

an 条件收敛.

若
∞∑
n=1

an 绝对收敛，则
∞∑
n=1

an 收敛.
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交错级数

绝对收敛级数的性质

若级数
∞∑
n=1

an 绝对收敛，那么任意交换其各项的次序所得的新级数仍绝

对收敛，且其和不变.

条件收敛的级数无此性质.
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交错级数

例

考察交错级数
∞∑
n=1

(−1)n−1 1√
n
的敛散性.
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交错级数

例

判断下列级数的敛散性，并说明是绝对收敛还是条件收敛

(1)
∞∑
n=1

(−1)n+1 ln n

n+ 1

(3)
∞∑
n=1

(
1− 3n

3 + 4n

)n

(2)
∞∑
n=1

(−1)n+1 (2n+ 3)!!

(2n)!!

(4)
∞∑
n=2

sin
(
nπ +

1

lnn

)
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交错级数
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交错级数

上海科技大学 高等数学 I 习题课 16 2025.12.30 35 / 35


	数项级数
	正项级数
	交错级数

