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定积分的应用

平面图形的面积
取任意子区间 [x, x+ dx] ⊂ [a, b]，则这个子区间中对应的图形的面积
∆A 近似地等于高为 f(x)− g(x)，底为 dx 的窄矩形的面积，从而面积
微元

∆A = [f(x)− g(x)]dx

面积
A =

∫ b

a
dA =

∫ b

a
[f(x)− g(x)]dx
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定积分的应用

例

求曲线 y = ex 与通过坐标原点的切线及 y 轴所围成的图形的面积.
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定积分的应用

参数方程情况

若函数以参数方程
{

x = x(t),

y = y(t)
(α ≤ t ≤ β) 给出，其中 x(t), y(t) 在

[α, β] 上有连续导数，y(t) ≥ 0 且 a = x(α), b = x(β)，若 x 严格单调则
其有反函数。
则，若 x(t) 严格单调增加，

A =

∫ b

a
ydx =

∫ β

α
y(t)x′(t)dt

若 x(t) 严格单调减少，

A =

∫ b

a
ydx =

∫ α

β
y(t)x′(t)dt
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定积分的应用

例

设 P 为曲线
{

x = cos t,
y = 2 sin2 t

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
上的一点，O 为坐标原点，记

曲线与直线 OP 及 x 轴所围成的图形的面积为 S.
1 将 y 表示为 x 的函数，并求面积 S = S(x) 的表达式；
2 将 S 表示为 t 的函数，并求 dS

dt 最大时点 P 的坐标.
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定积分的应用

极坐标情况
任意取子区间 [θ, θ + dθ] ⊂ [α, β]，考虑这个子区间上对应的小曲边扇
形，其面积近似等于半径为 r(θ)，圆心角为 dθ 的小扇形的面积，于是
曲边扇形的面积：

dA =
1

2
r2(θ)dθ ⇔ A =

∫ β

α

1

2
r2(θ)dθ
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定积分的应用

例

求双纽线
r2 = a2 cos 2θ

所围成图形的面积
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定积分的应用

例

在双纽线 r2 = 4 cos 2θ 位于第一象限部分上求一点 M，使得坐标原点
O 与点 M 的连线 OM 将双纽线所围成的位于第一象限部分的图形分
为面积相等的两部分.
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定积分的应用

注意事项

适时转换积分变量，例如从 x 轴变换为 y 轴，从直角坐标变为极坐
标
参数方程？
极坐标下的面积微元公式（扇形的面积公式？）
画图！！！
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定积分的应用

立体的体积

若立体截面积沿 x 轴的变化情况已知，设在 x 处的截面积为 A(x)，则

dV = A(x)dx ⇔ V =

∫ b

a
A(x)dx

称为薄片法
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定积分的应用

例 5.83

求由椭圆柱面 x2

a2
+ y2

b2
= 1，平面 xOy 以及过 x 轴与 xOy 平面成 α 角

的半平面所围成的“椭圆柱楔形”的体积
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定积分的应用

薄壳法
取任意子区间 [x, x+ dx] ⊂ [a, b]，则阴影部分图形对应的旋转体的体积

∆V = [π(x+ dx)2 − πx2]f(x) = πf(x)[2xdx+ (dx)2]

即
dV = 2πxf(x)dx ⇔ V = 2π

∫ b

a
xf(x)dx
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定积分的应用

平面曲线的弧长

直角坐标：
s =

∫ b

a
ds =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx

参数方程：
s =

∫ β

α

√
x′2(t) + y′2(t) dt

几何意义：对曲线进行细分，再用很多条首尾相连的线段进行拟合
曲线方程可导 ⇔ 曲线在每一点都可以近似地视为一条直线 ⇔ 当细分足
够细（到积分的程度），线段长度和与弧长相等
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目录

1 定积分的应用

2 反常积分

3 综合练习

上海科技大学 高等数学 I 习题课 15 2025.12.25 16 / 30



反常积分

反常积分的定义

设函数 f(x) 在 [a,+∞) 上有定义，且对任意 b > a，f 在 [a, b] 上可积，
则把形式积分

∫ +∞

a
f(x)dx 称为 f(x) 在无穷区间 [a,+∞) 上的反常积

分.
设函数 f(x) 在 [a, b) 上有定义，b 是 f(x) 的奇点，且 ∀0 < ε < b− a，
f(x) 在 [a, b− ε] 上可积，称形式积分

∫ b

a
f(x)dx 为 f(x) 在 [a, b) 上的

反常积分.
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反常积分

极限形式

∫ +∞

a
f(x)dx = lim

b→+∞

∫ b

a
f(x)dx;

∫ b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a
f(x)dx

∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→0+

∫ b−ε

a
f(x)dx
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反常积分

反常积分的计算

1 找被积函数的奇点，利用区间可加性，将积分分解为多个区间上的
常义积分 / 反常积分

2 将反常积分转化为极限形式，计算其极限
3 综合结果
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反常积分

反常积分的敛散性

若以极限形式表示反常积分，其极限存在，则反常积分收敛；否则其发
散.
能够、需要被分解成多个积分的反常积分收敛的充要条件是所有分解得
到的积分均收敛
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反常积分

例

求 ∫ 1

0
lnxdx
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综合练习
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综合练习 计算

例 5.60 （三角函数的对称性）

计算：
I1 =

∫ π
2

0

dx
1 + tanx

, I2 =

∫ π

−π

x sinxdx
1 + cos2 x
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综合练习 计算

练习

求
(1)

∫ 2

1
x lnxdx

(2)
∫ 1

0
arctanxdx

(3)
∫ π2/4

0
sin

√
xdx

(4)
∫ 2π

0
sin4 x cos2 xdx

(5)
∫ 2π

0
x cos2 xdx

(6)
∫ π/4

0
sec3 xdx

(7)
∫ 1

0
x
√

(1− x4)3dx

(8)
∫ π/4

0

xdx
1 + cos 2x
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综合练习 证明

例 5.9

设函数 f ∈ C[0, 1]，且 f ∈ D(0, 1)，又 f(1) = 2

∫ 1
2

0
xf(x)dx，证明：

∃ξ ∈ (0, 1), s.t. f(ξ) + ξf ′(ξ) = 0.
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综合练习 证明

补充题 9

设函数 f ∈ C[a, b] ∩D(a, b)，且 f ′(x) ≥ 0(x ∈ (a, b))，求证∫ b

a
xf(x)dx ≥ a+ b

2

∫ b

a
f(x)dx
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综合练习 证明

补充题 10

设函数 f ∈ C[0,+∞)，且 ∀a, b > 0，满足不等式

f

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b)

2

记 F (x) =
1

x

∫ x

0
f(t)dt。证明不等式

F

(
a+ b

2

)
≤ F (a) + F (b)

2
(a, b > 0)
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综合练习 证明

补充题 11

设函数 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，且 f ′′(x) ≥ 0(x ∈ [0, 1])。证明：∫ 1

0
f(x2)dx ≥ f

(
1

3

)
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