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习题课 12 反馈

后续章节解题技巧性提高，希望能涉及更多方法、技巧
会进行相关讲解，尤其是积分的多种计算方法
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不定积分

回顾

∫
f [φ(x)]φ′(x)dx = F [φ(x)] + C∫

f(x)dx = F [φ−1(x)] + C∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx
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不定积分

例

求 ∫ dx
ex − e−x
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不定积分

例

求 ∫
x tan

√
1 + x2√

1 + x2
dx
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不定积分

例 (重访，教材例 5.39)

求 ∫
eax sin bxdx (a ̸= 0)
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不定积分

有理函数

有理函数是指两个实系数多项式的商，一般形式为

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)

其中 P,Q 分别是 n,m 次实系数多项式.
由定义知：n 与 m 可以相等也可以不等；虽然称为“有理”函数，但多
项式的系数可以是无理数.
当 n < m，称 R(x) 是真分式，否则为假分式.
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不定积分

代数学基本定理

一个真分式 R(x) 必定能分解为以下四种分式之和：

A

x− a
,

A

(x− a)k
,

Bx+D

x2 + px+ q
,

Bx+D

(x2 + px+ q)k

则可以逐项进行积分. 前两者的积分是显然的；后两者的积分需要多加
练习，学会自行推导.
本定理要求熟练掌握，但不要求理解其原理.
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不定积分

例 5.44

求 ∫ dx
x(x10 + 1)
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不定积分

注意

使用有理函数积分做部分分式展开时，分母的次数不宜过高，否则
拆得的项太多、过于复杂，此时应使用拆项法

上海科技大学 高等数学 I 习题课 13 2025.12.11 12 / 36



不定积分

例

求 ∫
x2 + 2

(x+ 1)4
dx
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不定积分

三角函数有理式的积分

三角函数有理式指形如 R(sinx, cosx) 的函数，其中 R(u, v) 是将 (u, v)

经有理运算所得的表达式. 可分为以下类型：
R(sinx) cosxdx 或 R(cosx) sinxdx

R(sin2 x, cos2 x)dx

cosmx cosnxdx, sinmx sinnxdx, . . .
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不定积分

三角函数有理式的积分

R(sinx) cosxdx 或 R(cosx) sinxdx：转化为
R(sinx)d sinx,R(cosx)d cosx

R(sin2 x, cos2 x)dx：作代换 tanx = u

cosmx cosnxdx, sinmx sinnxdx, . . .：和差化积（学会推导！）
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不定积分

万能代换

令 t = tan(x/2)，则

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt
1 + t2

将关于三角函数的有理函数转化为关于单变量 t 的有理函数，便于积分.
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不定积分

简单无理函数

若被积函数含有根式 n
√
ax+ b, n

√
ax+ b

cx+ d
，常采取第二换元法化为有理

函数的积分.
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不定积分

例 5.50

求 ∫
1

x

√
x+ 1

x
dx
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不定积分

例 5.51

求 ∫ dx√√
x− 1
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不定积分

21Fall, Final Exam, 13

求 ∫ √
x2 − 4

x
dx
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定积分
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定积分 定义

定义

若函数 f 在区间 [a, b] 上由定义且有界，若 ∃I ∈ R, ∀ε > 0, ∃δ > 0，使
得对任意 [a, b] 的划分 (partition)

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

及任意 ξi ∈ [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n，有 1

λ = max{xi − xi−1} < δ ⇒ |
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)− I| < ε

则称 f 在 [a, b] 上黎曼可积，记 f ∈ R[a, b]. 极限 I 叫做 f 在 [a, b] 上的
定积分，记为 I =

∫ b

a
f(x)dx.
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定积分 定义

理解

定义中，划分与 ξi 的选取都是任意的
几何意义：曲线与 x 轴围成的区域的（有符号）面积
函数可以有有限个间断点：分段进行积分.
充分条件：f 在 [a, b] 上满足以下条件之一：

连续
有界且有有限个间断点
单调
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定积分 定义

例 5.2

使用定义计算定积分 ∫ 1

0
x2dx
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定积分 定义

例 5.3

使用定义计算定积分 ∫ 2

1

1

x
dx
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定积分 定义

例 5.4

已知
∫ 1

0
xpdx =

1

p+ 1
，计算极限

lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
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定积分 性质

定积分的性质

上下限交换 ∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx,

∫ a

a
f(x)dx = 0
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定积分 性质

定积分的性质

线性性：∫ b

a
[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a
f(x)dx+ β

∫ b

a
g(x)dx

区间可加性：设函数 f ∈ R[a, b], c ∈ (a, b)，则
f ∈ R[a, c], f ∈ R[c, b] 且∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx
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定积分 性质

定积分的性质

保号性：设函数 f ∈ R[a, b]，且在 [a, b] 上 f(x) ≥ 0，则∫ b

a
f(x)dx ≥ 0.
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定积分 性质

保号性推论
保序性：设函数 f, g ∈ R[a, b]，且在 [a, b] 上 f(x) ≤ g(x)，则∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx

估值不等式：设函数 f, g ∈ R[a, b]，且在 [a, b] 上 m ≤ f(x) ≤ M，
则

m(b− a) ≤
∫ b

a
f(x)dx ≤ M(b− a)

绝对值不等式：设函数 f ∈ R[a, b]，且 |f | ∈ R[a, b]，则∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx
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定积分 性质

例 5.5

估计定积分 ∫ 1

1
2

√
1− x2 + x3dx

的值.
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定积分 性质

例 5.6

设函数 f(x) ∈ C[a, b]，且在 [a, b] 上，f(x) ≥ 0. 若
∫ b

a
f(x) = 0，求证

f(x) ≡ 0.
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定积分 性质

定积分的性质（Schwarz 不等式）

设函数 f(x), g(x) ∈ C[a, b]，则
(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

≤
∫ b

a
f2(x)dx

∫ b

a
g2(x)dx
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定积分 积分中值定理

积分中值定理

设函数 f ∈ C[a, b], g ∈ R[a, b]，且 g(x) 在 [a, b] 上不变号，则

∃ξ ∈ [a, b], s.t.
∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx
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定积分 积分中值定理

例 5.8

求极限
lim
n→∞

∫ 1
2

0

xn√
1 + x2

dx
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定积分 积分中值定理

例 5.9

设函数 f ∈ C[0, 1]，且 f ∈ D(0, 1)，又 f(1) = 2
∫ 1

2
0 xf(x)dx，证明：

∃ξ ∈ (0, 1), s.t. f(ξ) + ξf ′(ξ) = 0.
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