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习题课 08 反馈

Figure: 课程质量 Figure: 课堂氛围
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微分

思考

考虑如何数值拟合 e0.01 的值，误差不超过 0.01.
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微分

拟合方法

导数：函数在某点附近的最佳线性拟合
函数可导：在足够小的范围之内，函数可以近似地被视为直线
⇒ 使用导数计算出函数的近似值，进行非线性函数的局部线性化
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微分

微分

例 3.13

一个半径为 r 的金属球，因温度改变，半径变为 r+∆r，求体积的
改变量

∆V =
4

3
π[(r +∆r)3 − r3] = 4πr2∆r + 4πr(∆r)2 +

4

3
π(∆r)3

= 4πr2∆r + o(∆r)

∆V 由关于 ∆r 的线性函数与 ∆r 的高阶无穷小（因为 |∆r| 很小）
组成. 后者在 ∆r 足够小时可以忽略不计

上海科技大学 高等数学 I 习题课 09 2025.11.13 7 / 26



微分

微分

一般地，若函数 y = f(x) 可导，且在点 x0 附近，自变量发生了一段微
小改变 ∆x, 则因变量 y 随之发生的改变满足关系

∆y = f ′(x0)∆x+ o(∆x)

当 ∆x→ 0，o(∆x) 可忽略不计，此时我们可以使用 f ′(x0)∆x 来估计
∆y 的值，且误差不大于 ∆x.
(如何进一步增加精度？)
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微分

一阶微分形式不变性

对于可微函数 y = f(x)，记其微分为 dy = f ′(x)dx. 将 x 换成任一可微
函数 φ(x)，公式仍成立：

dy = f ′(φ(x))dφ(x)
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链式法则与反函数求导

导数的多种记号

Leibniz dy
dx (Recommended)

Lagrange f ′(x)

Newton ẏ
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链式法则与反函数求导

链式法则

设函数 u = φ(x) 在 x 处可导，函数 y = f(u) 在对应 x 的点 u 处可导，
则复合函数 y = f [φ(x)] 在点 x 处可导，且

dy
dx = (

d
duy) · (

d
dxu)

或
dy
dx = f ′[φ(x)]φ′(x)
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链式法则与反函数求导

链式法则

求函数
f(x) = sin(x2)

的导函数.
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链式法则与反函数求导

对数求导法

求函数
y =

e2x sin4 x
3
√
2x− 1(4x+ 3)2

的导函数.
⇒ 对数求导法不仅可以用于指数的求导，也可以用于复杂因式的求导
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链式法则与反函数求导

反函数求导

考虑两个函数的图像关系：

y = x2(x > 0), y =
√
x

互为反函数的两个函数，图像关于 y = x 对称.
⇒ 对应点的切线斜率互为倒数
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链式法则与反函数求导

反函数求导

函数 x = f(y) 时区间 I 上的严格单调可导函数，且 f ′(y) ̸= 0，则它的
反函数 y = f−1(x) 在对应点 x 处可导，且

dy
dx =

1

dx
dy

.

证明：考虑复合函数 f−1(f(x)) 的导函数.

上海科技大学 高等数学 I 习题课 09 2025.11.13 16 / 26



链式法则与反函数求导

例

求函数 y = arcsinx 的导数.
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隐函数与参数方程求导
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隐函数与参数方程求导

从相关变化率开始…

一把 5 米长的梯子直靠在墙壁上，底端距离墙面 0 米. 现在梯子在墙上
的一端以 1m/s 的速度下滑，求梯子底端速度随时间变化的关系式.
（不允许使用速度关联）
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隐函数与参数方程求导

思路

存在方程 x(t)2 + y(t)2 = 5.
1 既然 x > 0, y > 0，不妨记 x(t) =

√
5− y(t)2，再使用链式法则

2 对等式两边求导：
d
dt(x(t)

2 + y(t)2) = 0

” 当 x 和 y 分别都变动一点的时候，函数值会变动多少？”⇒ 0.

那么，∆x 与 ∆y 必然满足如下关系…

2x∆x+ 2y∆y = 0.
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隐函数与参数方程求导

隐函数求导

隐函数表征了多个变量之间的固定关系. 不论这个关系如何改变，
隐函数的等式始终成立.
⇒ 将隐函数化为 f(x, y) = 0 的形式，则左边函数的变化率始终为
0.

对 f(x, y) 求微分，即可得到 dx, dy 之间的关系
（这一部分的知识在学习了第 8 章-多元微分学后会有更深刻的理
解…现在先接受它！）
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隐函数与参数方程求导

参数方程求导

对于参数方程决定的函数 {
x = φ(t)

y = ψ(t)
,

若 φ(t), ψ(t) 可导，则

dy
dx = (

d
dty)

/
(

d
dtx)
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隐函数与参数方程求导

又一次回到相关变化率

一把 5 米长的梯子直靠在墙壁上，底端距离墙面 0 米. 现在梯子在墙上
的一端以 1m/s 的速度下滑，求梯子底端速度随时间变化的关系式.
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隐函数与参数方程求导

参数方程求导

再一次考虑 {
x = φ(t)

y = ξ(t)
,

“当 t 变动一点的时候，x 和 y 分别会变动多少？”
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高阶导数
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高阶导数

定理

设函数 u(x), v(x) 在区间 I 上 n 阶可导，α, β ∈ R，则：
αu(x) + βv(x), u(x)v(x) 在 I 上均 n 阶可导
[αu(x) + βv(x)](n) = αu(n)(x) + βv(n)(x)

[u(x)v(x)](n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
u(k)(x)v(n−k)(x)

证明：数学归纳法
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