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习题课 06 反馈

Figure: 课程质量 Figure: 课堂氛围

上海科技大学 高等数学 I 习题课 07 2025.10.30 2 / 34



Reminder

在完全了解定理背后的原理之前，不要轻易使用这些定理
（非常容易出错）

HW3，HW4 大量出现洛必达，导数…

初等分析方法的练习对于日后进行复杂问题的分析是非常有必要的
（有利于建立数学直观）
你可以：

先使用高阶方法，得到问题的答案
再根据高阶方法的求解过程，思考如何使用初等方法解决问题
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函数极限
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函数极限

23 Fall, ch.2 Quiz (Revisited)

用 ε− δ 语言证明：
lim
x→2

x2 = 4
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函数极限

思路

目标：找到 δ，使得对于所有 0 < |x− a| < δ，都有 |f(x)−A| < ε

不可避免地，需要凑出 |x− a| 以将 |f(x)−A| < ε 变为 g(x)δ < ε

善用放缩，避免硬解

上海科技大学 高等数学 I 习题课 07 2025.10.30 7 / 34



函数极限

两个重要极限

lim
x→0

sinx

x
= 1 lim

x→∞
(1 +

1

x
)x = e

怎么用？
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函数极限

用法

lim
x→0

sinx

x
= 1: 用于三角函数向线性函数的拟合

（今日内容：泰勒展开的几何理解）
lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = e: 用于 (1 + 0)∞ 形极限，且 0 项与 ∞ 项互为倒数
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函数极限

典型错误

求
lim
x→∞

(1 + 1
x)

x2

ex
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函数极限

投票
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函数极限

注意事项

对某个表达式取极限时，该表达式内被取极限的变量的趋近于同一
个值
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无穷小

目录

1 函数极限

2 无穷小

3 函数的连续性

上海科技大学 高等数学 I 习题课 07 2025.10.30 13 / 34



无穷小

定义

若 x → a 时，f(x) → 0, g(x) → 0，考虑 lim
x→a

f(x)

g(x)
= l ∈ R:

l = 0 ⇔
x → a 时，f(x) 是比 g(x) 高阶的无穷小，记作 f(x) = o(g(x))

l ̸= 0 ⇔
x → a 时，f(x) 是与 g(x) 同阶的无穷小，记作 f(x) = O(g(x)).
若 l = 1 则称 x → a 时，f(x) 与 g(x) 是等价无穷小，f(x) ∼ g(x).

我们将在第四章更详细地讲解等价无穷小的概念。
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无穷小

几何理解
y = x, x2, x3, x4 在 x = 0 附近的图像:

无穷小之间的大小亦有差别
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无穷小

定义

若 lim
x→a

f(x) = 0, 且存在常数 c ̸= 0, k > 0, 使得

lim
x→a

f(x)

(x− a)k
= c,

则称 x → a 时，f(x) 是标准无穷小 x− a 的 k 阶无穷小，简称 f(x) 是
k 阶无穷小，c(x− a)k 是 f(x) 的主部
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无穷小

泰勒定理 1

教材定理 4.9
设函数 f(x) 在点 x0 的邻域内有定义，且在 x0 处有 n 阶导数，那么

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n)
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无穷小

cos(x) 在 0 处的多项式估计

尝试使用 g(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + · · · 拟合函数 cos(x)

基本想法：0 处的函数值至少要相等 ⇒ g(0) = 1 ⇒ c0 = 1

切线斜率相等 ⇒ g′(x)|x=0 = cos′(x)|x=0 ⇒ c1 = 0

继续？
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无穷小

cos(x) 在 0 处的多项式估计

尝试使用 g(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + · · · 拟合函数 cos(x)

c0 = 1, c1 = 0

对 cos(x) 的切线斜率在 x = 0 附近的微小变动进行拟合
⇒ cos′′(x)|x=0 = g′′(x)|x=0 ⇒ c2 = −1

2

cos(x) ≈ 1 + 0x− 1
2x

2
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无穷小

常用无穷小

sinx ∼ x tanx ∼ x 1− cosx ∼ 1
2x

2

ln(1 + x) ∼ x ex − 1 ∼ x (1 + x)α − 1 ∼ αx

arcsinx ∼ x arctanx ∼ x
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无穷小

使用方法

乘除：等价无穷小可以替换
加减：等价无穷小有条件地替换
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无穷小

简例

f(x) = x+ 2x2, g(x) = x− 3x2, 计算

lim
x→0

f(x)− g(x)

x2
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无穷小

注意事项

乘除运算不会导致无穷小的主部消失；
加减运算可能会导致无穷小主部恰好抵消，则此时剩余的更高阶无
穷小不可忽略.
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无穷小

例 (24Fall Midterm 7.)

设 lim
x→0

cosx− 1 + f(x)

x3
= 1, 求 lim

x→0

f(x)

sin2 x
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函数的连续性
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函数的连续性

思考

如果一个函数连续，那么它应该满足什么性质？
当自变量的值变动很小的时候？
函数值也应当只变动了一点
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函数的连续性

数学语言

自变量的值变动很小：原本为 x0，变为 x0 + δ(δ > 0)

⇒对所有在区间(x0, x0 + δ) 的值，都应有…

函数值只变动很小一点:

∀ε > 0, |f(x0 + δ)− f(x0)| < ε ⇒ lim
x→x+

0

f(x) = f(x0)

若将 δ 的取值范围限制为 R, 则得到 lim
x→x0

f(x) = f(x0)
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函数的连续性

定义

设函数 f 在点 x0 的某邻域内有定义，若

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

则称函数 f(x) 在 x0 处连续，称 x0 是 f(x) 的连续点；否则称 f(x) 在
x0 处间断，称 x0 是 f(x) 的间断点.

类似地，将 x → x0 修改为 x+0 或 x−0 时，我们分别得到右连续、左
连续的定义。
因此， lim

x→x0

f(x) = f(x0) ⇔ lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = f(x0)
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函数的连续性

例（课本习题 2 补充题 5）

设函数 f(x) 在 (0,+∞) 上满足 f(2x) = f(x)，且 lim
x→+∞

f(x) = A(有限
值)，证明：

f(x) ≡ A.
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函数的连续性

例（课本习题 2 补充题 6）

设在 R 上定义的函数 f(x) 满足：

f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ R),

且在 x = 0 处连续. 证明：f(x) ∈ C(R)
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函数的连续性

间断点

第一类间断点：左、右极限都存在
左右极限相等：可去间断点，表现为从完整的函数图像上挖去了一个
点
左右极限不相等：跳跃间断点，表现为函数图像上出现了不连续的函
数值变化（且变化前后都为有限值）

第二类间断点：左、右极限不都存在
其中之一为无穷：无穷间断点
极限都不为无穷，但极限也不存在：振荡间断点（典例：sin 1

x）
学会求间断点的值、判断间断点的类型
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函数的连续性

投票

函数 g(x) = x sin 1
x 在 x = 0 处的间断点类型为？

可去间断点
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函数的连续性

连续函数的运算

给定两个在 x0 处连续的函数 f(x), g(x)，c 是常数，则：
f(x) + g(x), f(x)− g(x), cf(x), f(x) · g(x) 在 x0 处连续
当 g(x) 在 x0 处不为 0，f(x)

g(x) 在 x0 处连续
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函数的连续性

复合函数的连续性

与复合函数的极限类似，设函数 φ(x) 在点 x0 处连续，而函数 f(x) 在
点 u0 = φ(x0) 处连续，则复合函数 f ◦ φ = f(φ(x)) 在点 x0 连续.
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