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Quiz
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讨论

往年期中考卷的发布时间一般为考前 1-2 周，用以帮助进行自我检
测、巩固练习.
提前在习题课讲解的优势有：

逐步对考试祛魅，消除过度焦虑
省去试卷评讲课，增加内容深度

缺点有：
失去系统模拟完整考试流程机会
若未先尝试解题就听讲解，会失去独立思考“是什么，为什么，怎么
做”的机会
（解决办法：每次讲解以前都提前查看 slides 并花 10-20 分钟先做一
遍题目）

上海科技大学 高等数学 I 习题课 05 2025.10.16 3 / 30



习题课 04 反馈

Figure: 课程质量 Figure: 课堂氛围
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习题课 04 反馈

后续习题课会减少对于简单概念的讨论，重点关注复杂细节的处理、
解决问题的思路
比起计算技巧会更注重于分析方法
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数列的极限
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数列的极限 存在判别法

夹逼定理

若对数列 {xn}, {yn}, {zn}, ∃N ∈ N，当 n > N 时，

zn ≤ xn ≤ yn,

且 lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = A，则有

lim
n→∞

xn = A.
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数列的极限 存在判别法

夹逼定理
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数列的极限 存在判别法

例

求
lim
n→∞

(
1

n2 + n+ 1
+

2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n

)
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数列的极限 存在判别法

反例

求
lim
n→∞

(
1

n2
+

3

n2
+ · · ·+ 2n+ 1

n2

)
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数列的极限 存在判别法

思路

欲求极限的数列形如
n∑

i=1

f(i)
g(i)，且不便通分

使用极限的定义：需要先知道极限的值
使用极限的四则运算法则：无穷个无穷小相加的值是不确定的
因此，考虑将 g(i) 放缩，将数列转化为容易计算的 1

g(n)

n∑
i=1

f(i)，
再对其求极限. 如此，可分别得到原数列极限的上限与下限.

上下限相同 ⇒ 数列的极限 = 上限 = 下限
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数列的极限 存在判别法

典例

求
lim
n→∞

(
1√

n2 − 1
− 1√

n2 − 2
− 1√

n2 − 3
− · · · − 1√

n2 − n

)
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数列的极限 区间套定理

目录
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数列的极限 区间套定理

区间套定理

若 [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], ∀n ∈ N+，且有

lim
n→∞

(bn − an) = 0,

则存在唯一实数 ξ, ∀n ∈ N+，有 an ≤ ξ ≤ bn. 换言之，

ξ ∈
∞⋂
n=1

[an, bn].

?
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数列的极限 区间套定理

思考

实数是如何定义的？
有理数：两个互质的整数 p, q 之商
无理数：?
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数列的极限 区间套定理

π 的表示

无理数都是“无限不循环小数”，例如 π, e,
√
2.

尝试以小数形式表示 π:

π = 3.14159265358 . . .

只要这个小数只被写出来了有限项，那么它就是一个有理数.

只有当 π 所对应的小数的所有项，无限项都被写出，它才表示 π.
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数列的极限 区间套定理

尝试

让我们尝试用有理数慢慢接近 π.

只看整数部分，π ∈ [3, 4].

我们可以怎样让这个区间以一个稳定的方式不断缩小？
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数列的极限 区间套定理

尝试

让我们尝试用有理数慢慢接近 π.

只看整数部分，π ∈ [3, 4].
二分，将 [3, 4] 这个区间分成 [3, 3.5], [3.5, 4] 两个部分.

如果 π 落在左半边，则继续对左半边进行细分；右半边同理.
如果 π 同时落在两个区间内，那么它一定是两个区间所重合的那个
数. 这个数是一个有理数（为什么？）

如此，第 n 次二分后得到的区间大小是 2−n.

当 n → ∞? 区间的大小趋近于 0.
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数列的极限 区间套定理

回到定义

若 [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], ∀n ∈ N+，且有

lim
n→∞

(bn − an) = 0,

则存在唯一实数 ξ, ∀n ∈ N+，有 an ≤ ξ ≤ bn.

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], ∀n ∈ N+: 所取的区间长度不断缩小，且新
区间总是前一个区间的子集.

lim
n→∞

(bn − an) = 0: 区间长度最终趋近于 0.

这样的无穷个区间套，共同定义着一个实数.
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数列的极限 区间套定理

证明

不难发现，对于每一次取子区间，总有：

an ≤ an+1 < ξ < bn+1 ≤ bn

{an} 单调递增，且有上界 b1;

{bn} 单调递减，且有下界 a1;

设 lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B. lim
n→∞

(bn − an) = 0 ⇔ A = B

夹逼定理 an ≤ ξ ≤ bn 得证.□
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数列的极限 区间套定理

思考：0.9̇ 和 1 相等吗？

利用区间套定理
[a1, b1] = [0, 1]

此后不断将 an 增大至 0.9̇ 的小数点后 n 位
an = 1− 1

10n , bn = 1

所逼近的数 0.9̇ = 1.
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数列的极限 区间套定理

思考：0.9̇ 和 1 相等吗？

直观理解:

0.9̇ 等价于 lim
n→∞

0. 999 . . .︸ ︷︷ ︸
n个9

= lim
n→∞

(1− 1

10n
) = 1
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函数的极限
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函数的极限

思考

当我们讨论“极限”和“趋近于”时，我们在描述什么？
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函数的极限

引

从数列的极限中，我们知道：
对“无限趋近”、“极限”，可以使用 ϵ−N 语言进行精确的表述.

含义：不论给定任意小的区间 (A− ϵ, A+ ϵ)，都能找到数列中的某
一项 aN，使得这一项之后的所有项都落在这个区间内. 当 ϵ 足够
小，an 的值就几乎落在 A 这个点上.

核心是什么？
1. 任意小的区间; 2. 能够使所有后续项落在该区间的 N .
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函数的极限

从 n → +∞ 开始

1 任意小的区间:∀ϵ > 0, . . . , |f(x)−A| < ϵ

2 能使所有后续函数值都满足该条件的 X:
∃X ∈ D, s.t.∀x > X, . . .

连接起来：

∀ϵ > 0, ∃X ∈ D, s.t. ∀x > X, |f(x)−A| < ϵ
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函数的极限

推广到 n → −∞

+∞ : ∀ϵ > 0, ∃X ∈ D, s.t. ∀x > X, |f(x)−A| < ϵ

−∞ : ∀ϵ > 0, ∃X ∈ D, s.t. ∀x < X, |f(x)−A| < ϵ
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函数的极限

推广到 n → ∞

极限有唯一性.
若 lim

x→∞
存在，则极限应当同时存在于 +∞ 和 −∞ 处且相等.

为什么在数列极限中，只有 n → ∞ 而没有特别标明 +∞？
要求在正负无穷处取到同一极限值，那么值域应该是？
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函数的极限

lim
x→∞

f(x)

设函数 f(x) 在 (−∞,−a) ∪ (a,+∞) (a > 0) 内有定义，若存在实数
A, ∀ϵ > 0, ∃X > 0(X > a), 使得当 |x| > X 时，

|f(x)−A| < ϵ,

则称当 x趋向于无穷时，函数 f(x)的极限为 A或 f(x)收敛于 A，记为

lim
x→∞

f(x) = A 或 f(x) → A (x → ∞) 或 f(∞) = A
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