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随着现代科学技术的不断进步，机械设备向大型化、高速化、连续化和自动

化发展，工业产品向高、精、尖发展已成为不争的事实。机械结构的振动问题日

益受到关注，研究和解决各种振动问题成为当前工程技术领域的重要课题。以

往结构设计只做简单的静力校核的方法在许多情况下已不能满足要求，而应当

根据结构的动态特性进行产品设计。随着计算机技术和实验测试技术的飞速

进步，人类已经拥有解决机械振动问题的方法和手段。作为现代工程技术人

员，应该而且必须具备必要的机械振动知识。

本书是在多年教学基础上编写的，曾作为讲义在南京工业大学机械学院内

部使用。编写时考虑了当前工科院校高年级本科生数学和力学的实际水平，对

传统机械振动教材做了必要的取舍，主要讨论离散系统的线性振动理论，简要

介绍了非线性振动理论。离散系统的线性振动理论用途最广，而且较易学习。

考虑到学生的数学基础，本书没有涉及连续体振动问题，而是着重介绍了机械

振动理论在工程实践中的应用。

全书共分 6 章。第 1 章介绍了机械振动的基本概念和学习所需的一些数

学、力学知识。第 2 章全面介绍了单自由度系统的振动理论，包括自由振动，简

谐强迫振动，周期振动、瞬态振动和随机振动;介绍了单自由度系统振动理论的

工程应用，包括隔振防振、动平衡技术、转子临界转速及振动机械的运用;简单

介绍了单自由度非线性系统振动。通过第 2 章的学习可了解掌握振动学的基本

理论及对其重要性的认识。第 3 章介绍了二自由度系统自由振动、强迫振动及

动力吸振器，涉及多自由度有关精合、振型和主坐标的概念。第 4 章对多自由度

系统振动理论给予较完整的叙述。包括运动方程的建立、坐标变换，多自由度

系统振动问题求解的振型叠加法、求固有频率的矩阵迭代法和其他方法。第 5

章介绍了机械振动实验基础知识，包括振动实验设备和测试仪器的技术特点、

振动特性参数的测量方法和信号分析技术基础。第 6 章介绍机械振动理论在机

械故障诊断中的应用，介绍了旋转机械的状态监测和振动信号处理技术、转子

各种故障的机理和振动信号特征，齿轮和滚动轴承等典型零部件的故障机理和
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特征。同时，书中给出了一定量的思考题和习题。

本书由顾海明、周勇军合编;顾海明主编。顾海明编写了本书第 2 、 4 、 5 、 6

章，周勇军编写了第 1 、 3 章。研究生原成泽、顾佳玲、牛福春和朱翔参加了本书

绘图及部分文字工作。

编写过程中得到了南京工业大学教务处和机械学院领导及许多老师的支

持。编写时参考了大量国内外出版的有关书籍资料。作者在此向他们表示衷

心的感谢。

由于作者水平所限，书中难免有错误和不当之处，欢迎读者批评指正。

编者

2006 年 11 月

于南京工业大学
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第 1 章 机械振动的基本概念

1. 1 机械振动的研究内容及研究方法

1. 1. 1 机械振动的研究内容

机械振动问题广泛地存在于机械工程的各个领域内，常见的问题有:如何提高机械系统

的抗振能力;如何防止系统产生共振;如何避免系统的自振;不平衡惯性力引起振动的平衡

问题;减振与隔振;冲击与冲击隔离;噪声控制和振动利用等。

随着近代振动理论的迅速发展，以及电子计算机和测试仪器的发展和完善，振动分析的方

法和手段发生了飞跃性变革，任何复杂的机械和结构几乎都可以进行工程所需精度的分析。

许多振动现象是有益于人类的，例如电磁波的激发、乐器的发声和各种振动机械的运用

等。但是在多数情况下，振动却带来有害的影响。由于振动，降低了机器的动态精度和使用

性能。由于振动，导致机械使用寿命的降低和灾难性事故的发生。此外，由于振动而产生的

噪声公害日益严重，使人烦躁、厌倦和疲劳，降低 t作效率，影响人体健康。因此，研究振动

对机械的使用和设计具有重要的实际意义，随着大型复杂的高速旋转机械的不断增加和工

业发展水平的不断提高，这种研究的迫切性也就越来越显现了。

在振动研究中，一般把被研究的对象，小到一个零件，大到一个庞大的T程结构或机器，

称为系统;把外界对系统的作用或机器运动所产生的力称为激振或输入;把系统在激振作用

下产生的动态变化称为响应或输出。机械振动这门学科就是分析系统、激振和响应这三者

之间的关系。随着测试仪器的发展和完善，振动的实验研究已发展成一种独立的解决问题

的手段。振动问题的理论分析和实验研究，这两种方法的相互补充，为解决复杂机械振动问

题创造了有利的条件。

振动研究所要解决的问题可归纳为以下几类:

(1)响应分析。已知输入和系统的参数，求系统的响应，即求系统的振动位移、振动速

度和振动加速度响应，为设计计算机械结构强度、刚度、允许的振动能量水平提供依据。

(2) 系统设计。已知系统的激振，设计合理的系统参数，满足预定要求的动态响应。

(3) 系统识别。在已知输入和输出的情况下求系统参数，对已有的机械系统进行激振，

测得在激振下的响应，然后识别系统的结构参数。

(4) 环境预测。已知系统的输出及系统的参数，确定系统的输入，以判别系统的环境

特性。

1.1. 2 机械振动的研究方法

研究机械系统的振动问题，一般分为下列几个步骤:
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1)建立力学模型

实际的机械振动系统往往是很复杂的，为便于分析和计算，必须抓住主要因素，而略去

一些次要因素，将实际系统简化和抽象为动力学模型。简化的程度取决于系统本身的复杂

程度、要求计算结果的准确性以及采用的计算工具和计算方法等。

动力学模型要表示系统的主要动态特性及外部激振情况。机械系统本身结构的动态特

性参数是质量、刚度(或弹性)和阻尼，如何进行简化是值得认真研究的。

如图 l- l( a)表示一辆汽车沿道路行驶时车身振动的力学模型，它是一个二自由度系

统，其中弹簧常数就是悬架和轮胎的等效刚度，阻尼器表示减振器、悬架和轮胎的等效阻尼，

车身的惯性简化为平移质量 m 和绕质，心的转动惯量J 。图 1一l( b)表示一桥式起重机起吊重

物时的情况，研究突然吊起重物时绳索及桥架结构中的动力响应，可简化为双质量弹簧系统，

其中 m) 是小草质量加二分之一桥架质量，叫为重物的质量山是桥架跨中的刚度均是绳索

的刚度。建立的力学模型与实际的机械系统越接近，则分析的结果与实际情况越接近。

m, , 
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J­r
‘ L 

，厂-一-一-一'一-一\

m• J 仙\~‘丁

一_-.-1

k, 
m, 
T咽

h 

m, 

(a) 汽车车身振动 (b) 起重机突然起吊时的振动

图 1-1 不同实验系统的力学模型

2) 建立数学模型

应用物理定律对所建立的力学模型进行分析，导出描述系统特性的数学方程。通常振

动问题的数学模型表现为微分方程的形式。

3) 方程的求解

为得到描述系统运动的数学表达式，就需对数学模型求解。通常这种数学表达式是位

移为时间函数的形式。它表明系统运动、系统性质和激振(含初始干扰)的关系。

的分析结论

根据方程的解提供的规律和系统的工作要求及结构特点、，可以作出设计和改进的决断，

以获得问题的最佳解决方案。

1. 2 机械振动的定义和表示方法

机械振动是一种特殊形式的运动。在这种运动过程中，机械系统将围绕其平衡位置作

往复运动。从运动学的观点看，机械振动是指机械系统的位移、速度、加速度在某一数值附

近随时间的变化规律。这种规律如果是确定的，则可用函数关系式



第 1 章机械振动的基本概念 /003/ 

x = f(O (1-1) 

来描述其运动。也可以用函数图形来表示，图 1-2 就是以 I 为纵坐标、t 为横坐标表示的几

种典型的机械振动。图 1-2(a)表示在相等的时间间隔内物体作往复运动，称为周期运动。

运动往复一次所需的时间间隔称为周期 T，其单位以秒(s)计。周期振动可用时间的周期函

数表示为

f <t) = fCt 十 nT) ( n = 1, 2…) (1 -2) 

以一定周期持续进行的等幅振动称为稳态振动，而最简单的周期振动是简谐振动。

x 
x x 

f I 

C a) 稳态振动 Cb) 瞬态振动 (c) 随机振动

图 1-2 几种典型的机械振动

图 1-2(b)表示机械系统受到冲击后产生的振动，这种振动没有一定的周期，故不能用

周期函数来表示，称为非周期振动，它往往经过→定周期后逐渐消失，故又称为瞬态振动。

图 1-2(c)表示机械系统在随机激振下产生的振动，这种运动不能用时间函数来描述，

称为随机振动。

上面几种振动中，周期振动和瞬态振动可以用方程(1-1)来描述。这就是说运动是确

定的，只要给定任一瞬时 t ，就可得到确定的工值。而随机振动是一种不能预知运动物理量

大小的振动，它不是时间的确定性函数，根据其运动参数的某些规律性，可用数理统计的方

法来进行研究。

1. 2.1 简谐振动

简谐振动是最简单的周期振动。其振动位移可用下面正弦函数(或余弦函数)来表示:

Z 二 Asin 字f

式中 zT一一周期。

A一一振动位移的最大值，称为振幅。

这种按时间的正弦函数(或余弦函数)所作的

运动称为简谐振动。简谐振动常用做匀速圆周运

动的点在铅垂轴上的投影来表示，如图 }-3。一长

度为 A 的线段。IP ，由水平位置开始，以等角速度

ω 绕O 点做反时针方向转动，任-瞬时 t ， P 点在

铅垂轴上的投影为

工= Asinωt 

式中 :ω一一圆频率，ω 的单位为 rad/s 。

ωt一一一相位，表示 OP 在时间 t 的转角。

由于 OP 转过 2n: rad 为→个周期，故上式应满足

(1 -3) 

x 

ωt 

2π 

图 1-3 匀速圆周运动的点的投影

(1一4)
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AsinwCt 十T) = Asin(wt + 2π) 

ωT=2π 或 ω=字
代入(1 -4)式，就得到和(1-3)式同样的形式，通常用(1-4)式表示简谐振动。

在周期振动中，周期的倒数定义为频率，以 f表示

f=十(1-5)

频率 f 的单位为 1/s，称为赫兹，写为 Hz，即每秒钟振动的次数，它和 ω 的关系为

ω=2πf (1 -6) 

如果图 1-3 中做匀速圆周运动的点不是从水平位置开始，则其位移表达式具有一般形式

x = Asin(ωt 十~) (1-7) 

式中伊为初相位，表示做匀速圆周运动的点的初始位置。

对位移表达式求一阶导数和二阶导数，就可得简谐振动的速度和加速的表达式

￡户= αω叫山Ac∞叫O

f =一ω旷2As剑in(ωwt +~ψ科Dρ)=ω旷2As弘in时(ωwt +9伊?+π) (1 -9) 

由此可见，只要位移是简谐函数，则速度和加速度也是简谐函数，而且与位移具有相同

的频率，但速度的相位比位移超前 π/2 ，加速度比位移超前 π。

从(1一7)式和(1 -9)式可得

f =ω2工(1-10)

这表明在简谐运动中，加速度的大小与位移成正比，而其方向与位移相反，加速度的方

向始终指向静平衡位置。

1. 2. 2 筒谐振动的矢量表示法

简谐振动可用旋转矢量表示。设有一个模为 A 的旋转矢量 οP 以等角速度 ω 从水平

位置开始作逆时针旋转，如图 1-4 所示。任一瞬时 t ，旋转矢量 OP

在铅垂轴上的投影为 //十\ω
工 = Asinwt (1一 11) / xTt- A/户、P

它表示一简谐振动。其在水平轴上的投影为一余弦函数，也表寸一'计让旦卡
示一简谐振动，故任一简谐振动都可以用一旋转矢量的投影来表 \、 | / 
示。旋转矢量的模A 即为振幅，其旋转角速度 ω 即为简谐振动的圆 \寸/

频率。 图 1-4 旋转矢量的投影
当一个简谐振动是两个同频率的简谐振动所合成时，则这个简

谐振动可以用两个代表原简谐振动的旋转矢量的合成矢量来表示。如某一振动的表达式为

x = acos wt + bsin wt (1 -12) 

可改写成

x= α叫ωt + ~ )+bsinwt 

等式右边的两项可以看成是旋转矢量 α 和 b 在铅垂轴上的投影，而且 a 比 b 超前 π/2

相位，故两个矢量是相互垂直的，都可以角速度 ω 同步旋转。图 1-5 表示了这两个矢量。
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根据矢量合成原理，将矢量 G 和矢量b 合成·旋转矢量A.A 与b 之间的夹角为 <p .A 在铅垂轴

上投影为

x = Asin(ωt+ ψ) 

将(1一 13)式展开为

x = Asin <pcos ωt + Acos <psinωt 

由图 1-5 可知

a = Asin <p. b = Acos <p 

将(1-15)式代入(1-14)式得

x= acos wt + bsin wt 

(1 -13) 

(1 -14) 

(1 -15) 

因此(1 -12)式和(1 -13)式表示同一个简谐振动，在数学上两式是可以互换的，由图卜5 中

还可看出两式常数之间的关系为

A=Fa可百. tanψ=7 (1一 16)

从物理概念上说，两个同频率的简谐振动可以合成一个与原来频率相同的简谐振动;反

之，一个简谐振动也可以分解为两个频率相同的简谐振动。

x 

A 

〈气、、〈ob
、

O 。六、，/y、I_-~// t 

图 1-5 简谐运动的叠加

----

X! … x x 

\ /~'<、

\LJ/\j\ 
O \\/ \. 

\;止，

图 1-6 位移、速度及加速度的空间关系

t 

如果振动的位移是简谐函数，则振动的速度和加速度也必然是简谐函数，故速度和加速

度也可以用旋转矢量来表示。根据(1一7)式至(1 -9)式，这 3 个矢量之间的关系如图 1-6
所示。

1. 2. 3 简谐振动的复数表示法

在复平面上的一个矢量 OP 代表复平面上复数Z。如图 1-7(a)所示。这个矢量的模A

就是复数 Z 的模，其位置由幅角。确定，若 j 表示虚轴上的单位长度，则其表达式为

虚输
虚轴

P 

O 实轴 O 
实轴

\ / 
\‘ L---

, 

(a) 复矢量 (b) 旋转复矢量

图 1-7 简谐振动的复矢量表示
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Z=A(cos8十jsin 8) =Aexp(j8)或写作 J

如果使复矢量。P 绕O 点以等角速度ω 在复平面内逆时针旋转，就成为一复数旋转矢

量，如图 1一 7(b)所示。它在任一瞬时的幅角。=ωt •则此复数表达式为

Z=A(coswt十jsin wt) =Aexp(jwt)或写作 Aè'"

如前所述，我们同样可以用一复数旋转矢量在复平面的实轴上或虚轴上的投影来表示

简谐振动。复数旋转矢量 OP 在虚轴上的投影为

x = Asin ωt = I",Z = Im [Aexp(j，ω t) J 

符号 ImZ 指取复数Z 虚数部分的值，它表示简谐振动，一般对复数表达式

x = Aexp(j，ω t) (1 -1 7) 

不作特别说明时，则表示取虚数部分。

运用复数运算法则，可以方便地合成两个同频率的简谐振动。现将

x=叩

以复数形式表示为

x = ae 

由复数相加原理得

x = Aexp[j(ωt+ 科]

式中

A=♂τb2 
• cp = arc tan 

速度和加速度同样可用复数旋转矢量表示，并用复数求导的方法得到位移、速度和加速

度之间的关系，设 x=Aexp(jω仆，则

￡=吉=如Aexp(j，ω t)

f= ￡ω 二一ω2Aex内t)

因 J=j，俨 =-1. 故上两式可写成

i: = Awexp[j (ωt + ~) ] 
去= Aw2 exp[j(ωf 十 π)J

可见位移、速度和加速度在复平面上关系与图 1-7 所示一致。

1. 3 构成机械振动系统的基本要素

(1 -18) 

(1 -19) 

机械系统之所以会产生振动是因为它本身具有质量和弹性。阻尼则使振动受到抑制。

从能量观来看，质量可储存动能，弹性可储存势能，阻尼则消耗能量。当外界对系统做功时，

系统的质量就吸收动能，使质量获得速度;弹簧就获得变形能，具有了使质量回到原来位置

的能力。这种能量的不断转换就导致系统的振动，系统如果没有外界不断地输入能量，则由
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一τ….

于阻尼的存在，振动现象将逐渐消失。因此，质量、弹性和阻尼是振动系统的三要素。此外，

在重力场中，当质量离开平衡位置后就具有了势能，同样产生恢复力。如单摆，虽然没有弹

簧，但可看成等效弹簧系统。

现将质量、弹簧和阻尼器的特性讨论如下。

1. 3.1 质量

在力学模型中，质量被抽象为不变形的刚体。根据牛顿第二运动定律，若对质量作用一

力凡，则此力与质量在与凡相同方向获得的加速度f 成正比。表示为

Fm = m:i (1一 20)

式中的比例常数 m 为刚体质量，是惯性的一种量度。对于扭振系统，广义力为扭矩 M，广义

加速度为角加速度￠，则扭矩与角加速度成正比表示为

M=J手(1-21)

式中的比例常数 J 为刚体绕其旋转中心轴的转动惯量，质量 m 和转动惯量 J 是表示力(力

矩)和加速度(角加速度)关系的元件。

1. 3. 2 弹性

在力学模型中，弹簧被抽象为无质量而具有线性弹性的元件。弹性元件在振动系统中

提供使系统恢复到平衡位置的弹性力，又称恢复力。恢复力与弹性元件两端的相对位移的

大小成正比。

FZ=-h(工2 -Xj) (1 -22) 

式中负号表示弹性恢复力 Fg 与相对位移的方向相反 ， k 为比例常数，通常称为弹簧常数或

弹簧刚度。扭转弹簧产生的是恢复力矩，扭转弹簧的位移是角度。

1. 3. 3 阻尼

在力学模型中，阻尼器被抽象为无质量而具有线性阻尼系数的元件。在振动系统中，阻

尼元件提供系统运动的阻尼力，其大小与阻尼器两端相对速度成正比

Fd =- C(右- Xj) (卜23)

式中负号表示阻尼力的方向与阻尼器两端相对速度的方向相反，C 为比例常数，称为阻尼系

数，满足(1-23)式表示的这种阻尼称为勃性阻尼，系数 C 称为蒙古性阻尼系数。

在国际单位制 (SI)中，质量的单位为千克 (kg) ;转动惯量的单位为千克·米2

(kg • m Z
) ;力的单位为牛顿(N) ;位移的单位为米(m) ;扭矩的单位为牛·米(N. m) 。速度

的单位为米/秒(m/s) ;直线弹簧刚度的单位为牛/米(N/m) ;扭转弹簧刚度的单位为牛·

米/弧度(N. m/rad);阻尼系数 C 的单位为牛·秒/米(N. s/m) 。

1. 4 谐波分析

简谐振动是最简单的周期振动，而实际问题中更多的是非简谐的周期振动或非周期振

动，如图 1-8 所示。
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任何一个周期函数，只要满足一定的条件，都可

以展开成傅立叶级数o

把一个周期函数展开成一个傅立叶级数，即展

开成一系列简谐函数之和，这个过程称为频谱分析 。

或谐波分析。

设一周期函数为 F<t) ，其周期为 T，展成傅立叶

级数为

F(C)= 亏十三 (a" COS 1kv"t + b" sin 阳ρ

(1 -24) 

f 

T 

图 1-8 一般周期振动

式中 ω。 =2π/T称为基频 ， ao 、 a" 和 b" 均为待定常数，称为傅立叶系数，只要 F( t)是已知的，

它们可从三角函数正交性得到

αο= 子[F (t )dt 

αιPn2 = ?刮红[F(ω (1 -25) 

b" 丰[F( t) sin rtuJd 

(1 -24)式也可写成

F(t) = 亏十二A" sín(阳什 cp，.) (1 -26) 

式中 A，，=♂可， cp" … r177 (1 -27) 

可见，周期函数可用傅立叶级数展开为各阶谐波分量的叠加来表示。组成各谐波分量的频

率是基频的整数倍，即 ω。， 2ω。， 3ω0 …ηω。，而不含有其他频率的谐波分量。

为了把谐波分析的结果形象化，可把 An "qJll 与 ω。之间的变化关系用图形来表示，如图

1-9 所示。这种图形称为周期函数的频谱，这种分析称为频谱分析。由于只有在阳。 (n=

], 2 , 3…)各点 A" 和伊"才有一定的数值，所以周期函数的频谱图是一组离散的铅垂线。

于h

A. 

U O 崎 2α均 nWo w 

o ù均 2盹 nWo W 

(a) 幅值频谱图 (b) 相位频谱图

图 1-9 周期函数的频谱图

E例 1-1】 →周期为 T、振幅为 Fo 的矩形波，如图 1-10(a)所示。在-个周期内的函数

表达式为
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2 
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A 

O 

4A 
7τ 

wo 

4A 
3，τ 

3α'" 

4A 
5π 

5Wo 

(a) 矩形波 Cb) 幅值频谱图

图 1-10

F(t)= 

矩形波及幅值频谱图

Fo 

F。

O <t <;
;< f <T

试作傅立叶分解，并画出一个周期内的幅值频谱图。

解:由(1 -25)式求出各傅立叶级数

o rT 0 r主 rT
a" 云 I F( t) dt = 圭 I . Fo dt 一 I Fndt = 0 

lJo lJo JI 

apt=?j:FU)c…υtdt = 0 

o rT A D 

b" 二年 I F( t) sin 7tu otdt = 二.2. (n= 1， 3 ， 5…)
1 J 0 nπ 

故矩形波的傅立叶级数为

4Fn 手、 1
F(t) = 一 u ) ~土sm 阳ot

πn=l呻:p..n

各次谐波的幅值为

A , = 4Fo• A写一 4Fo • A = 4Fo 
'一一'""'^一一，<4.一一. • 
Aπ . .J 3π ， ..J 5π 

幅值频谱图如图 1-10(b)所示。

4A 
7π 

7盹

/ 0091 

4A 
9lt 

弘均 ω

由以上频谱分析可知，其基频为 ω。=主 由幅值频谱图可看出，基频的谐波分量占主
T 。

要成分，其幅值最大。在基频分量上叠加上三阶谐波分量后，所给出的波形已接近于矩形

波。若再叠加上五阶谐波分量，已近似于矩形 F 

波。其叠加情况如图 1-11 所示。在实际问题

中为了使分析简化，常用有限项谐波分量的叠

加来代替周期波。

以上介绍了将周期函数展成傅立叶级数进

行分析的方法，后面还要介绍非周期函数也可

以通过傅立叶积分进行频谱分析。

smωt+ ~ sin3ωt 

smωt+-!sin3ωt+仨Mωt

图 1-11 谐渡的叠加
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习题与思考题

1. 1 构成机械振动系统的基本要素是什么?

1. 2 某结构按频率 25 Hz 作简谐振动时的最大加速度为 6 g(g=9. 8 m/s) 。求此结

构的振幅和最大速度。

1. 3 某机器振动规律为 x=O. 5sin wt十 O. 3cos wt ， 单位为 cm ， ω=20rad/s。振动是否

简谐振动?振幅多大?最大速度和最大加速度多大?试用旋转矢量表示出它们之间的

关系。

1. 4 设有两个简谐振动，分别为 3exp(jwt)和 5exp[j (2ωt-0.5π)J。试用复旋转矢量

合成，并写出其在实轴和虚轴上的投影。

1. 5 测得某结构两点振动规律为

Xl = 4cos15t - 3sin15t cm 

Xz = 2sin05t 一 30
0

) - 1. 5cos( 15t - 300
) cm 

用旋转矢量表示之，并求此两点的振幅和它们之间的相位差。

1. 6 将习题图 1-1 所示齿波展开成傅立叶级数。

F 

F. 

t 
O T 3T 4T 

习题图 1-1
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第 2 章 单自由度系统的振动

2. 1 单自由度系统的自由振动

简单的单自由度系统是研究多自由度系统的基础，而且单自由度系统在工程振动问

中也有实用意义。现运用牛顿运动定律来推导振动的微分方程。

2. 1. 1 无阻尼单自由度系统的自由振动

本节讨论微分方程的建立及其解。

1)直线振动

无阻尼单自由度系统力学模型如图 2-1 所示，质量为 m ， 弹簧刚度为 K ， 弹簧在自由状

态位置如图中虚线所示。连接质量块后，弹簧受重力 mg 作用而产生压缩变形丸，同时也产

生弹簧恢复力 K)." 。当恢复力等于重力 mg 时，处于静平衡状态，即

mg=KAs (2- 1) 

自由状态 I m 
λs 

K 

→二白寸
弹簧 mg 

Kλs K(λ，+x} 

( a) 
) LU ( 

( c) 

图 2-1 单自由度系统

若系统受到外界某种初始干扰，使系统平衡状态遭到破坏，则弹簧力不等于重力，这种

不平衡的弹性恢复力，便使系统产生自由振动。现选静平衡位置为坐标原点，建立铅垂方向

的坐标工，向下为正，向上为负，表示振动过程中质量块的位置。设质量 m 向下运动到 x ，此

时弹簧恢复力为 K().， s 十川，显然大于重力 mg ， 由于力不平衡，质量块在合力作用下，将产

生变速运动，按牛顿运动定律建立运动方程，取与 Z 正方向一致的力，加速度、速度为正，可

列如下方程:

三JFzmg-KQs+r)= 时·

即 mit 十 Kx = 0 (2-2) 

上式即为无阻尼单自由度系统的自由振动微分方程式。由方程可知，因 m 与 K 是正
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数，故位移 Z 与加速度f 方向恒相反。下面求解此方程。将式(2-2)改写成

i"+ 互X = 0 
m 

(2-3) 

• 

令互=ω2 并代人上式得
m 

JE 十ωiz=O (2-4) 

该微分方程的通解为 X = b1cos ω t +bzsinω t (2-5) 

b1 • bz 这两个特定系数将由振动的初始条件决定。由上式可知，单自由度系统的自由

振动由两个频率相同的简谐振动所合戚，显然合成后仍为一个同频率的简谐振动，即

工 = Asin(ωllt 十伊)

式中 :A一一-振幅，它表示质量偏离平衡位置的最大值.A=Ý高干辰。

广初相位角，洋单位为 m时dι问…，叩伊

由此可知，单自由度系统不论受到什么样的初始干扰，其自由振动是一个简谐振动，振

动圆频率为

(2-6) 

主 (rad/s) 
m 

(2-7) 

频率为

Z H K-m /) l-n 一

-
-
n
F
阳

一
一

问
-
b

= fJ 
(2-8) 

振动周期为

T=i=2双/旦 (s) (2-9) 1 -'''V K 

自由振动的频率只取决于系统本身的固有物理性质(质量 m.刚度 K) •而与初始条件无

关，故 ωn 称为固有圆频率.1称为固有频率。当发生自由振动时，只要系统的 m 和 K 一定，

系统振动频率或周期都是不变的定值。显而易见，当系统刚度相同时，质量大的固有频率

低;当质量相同时，刚度大的固有频率高。反之亦然。

现在根据振动的初始条件来确定式(2一 5) 中的两个待定系数 b1 和仇。
设初始条件 t=O 时， Z =20 ，￡=元。

代人式(2-5)解出 b1 = 岛 • bz 鱼，故
α)ll 

I Xo _, 
X = xocos ωnt 十 sm ωJ 

白)n
(2-10) 

上式称系统对初始条件为 zodo 的响应。

由式(2-10)可得

zj 十(去f (2一 11)

, Xn白L
伊 =tg A 才2

"'-0 
(2-12) 

可见自由振动的振幅 A 和振动的初相角 ψ 仅取决于初始条件，这也是自由振动的特
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性。式(2-10)和式(2-6)可由图 2-2 表示为用旋转矢量法表示的合成情况。

XOCOSWnt+主 SIn屿，t
ωυπ 

A 

\ 
去mω.t

图 2-2 旋转矢量法合成

2) 扭转振动

, 
4 

I 

Ko 

图 2-3 圆盘轴扭振

10131 

扭转振动需要用角位移。作为独立坐标来表达振动状态的圆振动问题。在这种情况

下，仍用牛顿运动定律可得转动方程式

J8 = ~M (2-13) 

式中 :J一一转动体对转动轴的转动惯量。

。一一角加速度。

~M一一施加于转动体上力矩之代数和。 M与 0 角位移方向一致为正，反之为负。

如图 2-3 所示，一根垂直轴，下端固定一水平圆盘。若轴本身质量不计，其扭转刚度为

凡，即轴转动一单位转角所需加的力矩。圆盘的转动惯量为 J。当系统受到某种干扰，如在

圆盘平面上加→力偶，然后突然释放，系统便做扭转振动，若不计阻尼，则振动将永远继续下

去。如以静平衡位置为起始位置，设。角位移的振动坐标，正方向如图 2-3 中箭头所示。当

圆盘朝正方向转过。角时，圆盘受到一个由圆轴作用的，与 0方向相反的弹性恢复力短

Ko 8 ，根据式(2-13)可得扭振微分方程式

J8 =-Ko8 

d +40=O 

式中ω:=于，此方程与式(2 崎全一致，故可解得
。= Asin(ω'nt + cp) 

当初始条件 t = 0 , 8 = 80 , 8 = 80 

A Jffo+(去 f
cp = tg-1 也

。。

(2-14) 

(2-15) 

(2-16) 

(2-17) 

(2-18) 

当已知轴的长度 l ，直径 d ，材料的剪切弹性模量 G;圆盘的质量 m ，半径 r。则根据材料

力学和理论力学公式可得

TCd4G 
Ko=毛石了 和 J=lfmrz

不同结构形式的 Ko ，J 要按不同公式计算。

• 
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2. 1. 2 固有频率、等效质量和等效刚度

本节讨论系统固有频率、等效质量和等效刚度的计算。

1)固有频率的计算

系统的固有频率是系统振动的重要特性，在振动分析中具有重要意义。其计算可采用

式(2-7)或式(2一的。此外，还可采用以下方法。

(1)静变形法

由式(2- 1)得 .K =mg+儿，代人式(2一 7)得

ω = JK = J旦丘­
\1 m 々V À,m 

f= 坠=气/豆
2π2πV Às 

(2-19) 

E例 2- 1] 如图 2-4 所示，一根长度为 f、截面弯曲刚度为 EI 的等截面简支钢梁，有一

质量为 m 的重块从梁的正中上方h 高度落到梁上，与梁接触后，重块不与梁分开，试求发生

梁自由振动的频率及振幅。梁重不计。

m 

h 

图 2-4 简支梁自由振动

解:系统可简化为单自由度系统。

由材料力学可知，简支梁中点的挠度公式为

Às = 组l3
48EI 

故系统的固有频率按式(2-19)即可算出

f =i 
2π 句V ml 3 

48EI 

质量块打击梁的初始时刻(t=O) ，位移为儿，故 Xo=Às

初始速度由自由落体公式求得 1:0 =.j2gh 

振幅由式(2一 1 1)得

A = I (瑞f 十
正豆豆 :2 . 
1百百| =-L一仰2 g2l4 + 96hmglEI 

48EI v 

ml 3 

【例 2-2] 一卷扬机通过钢丝绳绕过固定滑轮吊起一质量为 m 的重物，钢丝绳的弹簧

刚度 K 已知，卷扬机以速度 U 下降，如果突然刹车，即钢

丝绳下端突然制动，求钢丝绳中所受的最大张力。如图

2-5所示。

解 z 重物等速下降时，根据静平衡条件，钢丝绳内静 v 

张力 T1 =W=mg ， 当突然刹车时，由于钢丝绳的弹性，重

物在静平衡位置处将产生自由振动，动力学模型如图2一5

所示。则固有频率为

ωn 气I~ Crad/ 

K 

静平衡位置

x 

振幅由式(2-11)可求得 t = 0 , Xo = 0 , 1:0 = v(m/s) 故 图 2号卷扬机及动力学模型
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一ι口 i

A JXÕ + (去f= 去
此时由于振动引起钢丝绳中最大动张力为

T z =KA 

所以绳子中最大张力为

T= Tj 十 Tz = ηIg +KA

动张力很可能导致绳子的损坏。由 Tz =KA =K旦 =v/Km 可知，当 m、 v 不可能改
α)n 

变时，只有降低 K 才能降低动张力。但钢丝的弹簧刚度 K 也是很难改变的，实际做法是在

钢丝绳下串联一个刚度较小的弹簧，以降低系统的刚度，即采用图 2-6 所示的弹簧减振钩来

减小钢丝绳的动张力。

图 2-6 弹簧减振钩 图 2-7 复摆

[f9~ 2-3] 一个刚体由于本身重力作用而绕某一轴作微摆动称为复摆，也称物理晤。

如图 2-7 所示，设刚体质量 m 为对悬挂轴O 点的转动惯量为儿，重心 G 至O 点距离为 a 。

现以 0表示重心到平衡位置摆动的角位移，此时重力的切向分力 mgsin 8 将产生一恢复力

矩 mgasin 8 ，根据式(2-14)可得复摆的运动微分方程式

Jo8 +mgasin8 = 0 

上式为非线性微分方程式，要用椭圆积分求解。因为讨论的是微摆动，则 sin 仰。，上式
可简化为

Jo8 十 mga8 = 0 

。 +ω:8 = 0 

这与扭振是完全相同的形式，故可得出固有圆频率和固有频率分别为

解得

空豆豆
ωn -v lo 

f=却非

。→sin( 气草叶)

(2-20) 

(2-21) 
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… τ一 =τ 一 ττ

根据式(2一 21)，若实验测出 f后，便可求出 Jo 。又根据转动惯量移轴定律，可按下式计

算出刚体绕重心轴的转动惯量 h

JG=JomtEG2 (2一 22)
g 

这是测定形状复杂构件的转动惯量常用的方法。

2) 能量法

考察直线振动系统的振动能量，可用 .idt 乘以式(2-2) ，再积分，则可得

tM2+÷kx2=C 

C 为积分常数。显然，式中第一项为振动时的动能 T，第二项为系统的势能 U， 即弹簧

贮存的弹性势能或重力做功而产生的重力势能，故上式可写成

T+U=C (2-23) 

或￡(T十U) = 0 (叫)

这说明系统在阻尼忽略不计时，在振动过程中没有能量损失，是一个保守系统。根据机

械能守恒定律，在振动的任一瞬时，其动能与势能之和应保持不变。正是由于机械能守恒，

系统才能维持持久的等幅振动。

任意选择两个振动位置，则式(2← 23)可写成

T1 +U1 = T2 十 Uz (2-25) 
现选择两个特殊位置讨论，当在平衡位置时 ，x=O ，故势能为零，此时动能应为最大值，

即 Tmad 当振动达最大振幅时，速度 .i =O ，故动能为零，此时势能达最大值 Umax '按上式即可
得出

T阳x=Umax

用上式可直接求系统的固有频率，称为能量法。

因

故

Lx=t叭x = Umax = ~ Kx~x 
￡max=Aωn' x max = A 

K 
ωnT二J

m 

某些系统不易简化成单自由度系统，若能方便地写出系统的动
往更为简便。

E伊~ 2-4] 图 2-8 所示为一无定向摆，己知整个系统对轴 O 的

转动惯量为 J0'求系统的固有频率。

解 z 以摆杆偏离静平衡位置的角位移。为参数，设其运动解为

。= Asin(ωnt + <p) 

则。 =Aωcos(ωnt + ψ) 且

{}max = A , {}max = Aωn 

当最大角位移时，其系统最大势能包括两部分:

一是弹性势能 U1max = 2 .抖2比x = Ka 2
A2 

(2-26) 

和势能，则用能量法往

m 

~ 

罔 2-8 无定向摆
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另一是质量块重心下降的重力势能
LlZ ^ Z 

UZmax 一吨lO 一∞s 8max ) :;::::::-1:昭?=咐亏

在静平衡位置时，8=0，系统最大动能为

由 Tmax=Umax可得

故

Lx =÷叫x=÷jJd

^ Z 

÷JJd=bZA2-mgf亏
一 /2Ka 2 -mgl 

ω" -A I I Jo 
只要 K ， m ， a ， l.J。设计得合适，固有频率很低，就可用来测量低频振动。

3) 等效质量计算

/017/ 

实际的振动系统，质量常常是分散的，可以采用一个集中的等效质量代替实际的分散质

量，简化力学模型。

在一些实际工程问题中，弹簧本身的质量较大而不能被忽略，否则计算出的固有频率会

偏高。但是弹簧为分布质量系统的物体，因此这是较复杂的弹性振动问题。

现介绍一种近似计算法 瑞利法。它运用能量原

理，把一个分布质量系统简化成一单自由度系统，把弹簧分

布质量对系统的振动频率的影响考虑进去，得到足够的准

确性。以图 2-9所示单质量弹簧系统为例，如果要考虑弹

簧质量，则系统的动能就应将弹簧质量产生的动能考虑进

去。首先假定弹簧的振动形态，设弹簧各截面在振动过程

l x 
K 

E 

图 2-9 单质量弹簧系统

中，质量块与弹簧连接处的位移为 I 的长度为 l 的弹簧，距固定端为 E处的位移贝胁fz，该

处一微段 de 的相应速度则为争。故 d~ 的动能为扑(卡 )2ds。式中 E为弹簧单位长度的
质量。整个弹簧的动能便可用积分方法求得。

T = fl ~ p(王三2de= 区:(iFdz=ldf=imf
Jo 2 1'"飞 l - J~'" 212 J 0'" 

~... 

2 3 
~ 

2 

式中 z ms=号-弹簧等效质量。
pl一一-弹簧的总质量。

可见圆柱弹簧等效质量为实际质量的三分之一。现用能量法求国有频率，在静平衡处
系统具有最大动能，为质量块与弹簧的功能之和。

几x=÷MLx+÷mJL
而在最大位移处，系统具有最大势能

Um=÷bLx 

由 T max = UmaX 及 Xmax = A. x max = Aωn 
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(m十m， )Nw;， =KN

I K 
m+m, 

上式中弹簧的等效质量 m.~ 即为考虑、弹簧质量的影响而加到集中质量上的那部分质量。

值得注意的是，具有分散质量的不同振动系统，均可以采用等效质量代替实际的分散质

量，简化模型。要注意两点:一是动能相等的原则;二是假定分散质量的振动形状接近实际

的振动形状。实践证明，用静变形作为假定的振动形状，一般都较准确，误差很小。

【伊U-5】 如果例 2-1 要把梁本身质量考虑进去，如图 2-10 所示，试计算梁的等效质

量并求系统固有频率。

解 z 先假定梁的振动形态与静变形挠度曲线一样，

由材料力学可知，简支梁中点有集中载荷 mg 作用的静

挠度曲线公式为

可得

(2-27) 故

312 
X - 4x3 

y = Yc 一寸了一

中点挠度 'Yc-熙二。
当梁自由振动时，可以利用上式求梁在任何瞬时各截面的垂直位移，只不过 yc 也是随

时间变化的，可由简谐振动写出如下关系

Yc = Asin(ω"t + ~口)
少c=Aω"cos(ω"t +<p) 

312 
X - 4x3 

Y = Yc 一丁γ一

现设 ρ为梁单位长度的质量，便可用积分求梁的动能

「告/. 312 
X - 4x3 \ 2 , 1 I 17 、 1

瓦 =2jJ Eρ\ ÝC 一丁「一)dx= 言(否ρl )少?=专mJε

17 
式中:梁的等效质量为 ms=35ρJ 。

而 pl 即为梁的总质量，故等效质量为其实际质量的 17/35 ，相当于产生相等的效果，在

梁的中点处需增加的质量。故系统的固有频率由式(2-27)即可求出。

由此例可知，当考虑梁的质量时，相当于将其一半质量加在中点集中质量上。梁的质量

大时是不能忽略其质量的。

根据动能相等的原则，可求得具有分散质量的系统的等效质量。

的等效刚皮

使系统的某点沿指定方向产生单位位移(或角位移)时，在该点同

一方向所要施加的力(或力矩) ，称为系统在该点沿指定方向的刚度。

刚度的倒数，即单位力引起的位移，称为柔度。

由刚度定义可看出，即使同一个弹性元件，根据所要分析的不同方

向的振动，会具有不同的刚度。如图 2-11 所示，设等直长杆的长为 l ，

圆截面积为 A ，截面惯性矩为 1， 截面极惯性矩为 Ip ， 材料的弹性模量图 2-11

为 E，若要确定杆端 B 点处沿Z 方向的刚度，则按材料力学可知，沿 Z

m 

x dx 

y 

叫
量

一
质

一
莓

'
梁

1/2 
f. 
图 2-10式中 : YC 

等直圆杆的

刚度

y 

~ 

x 

。
伴
川H
h
|
|
川
川
门

B 

A、 I、 ι

E、G
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方向加上垂直力 F 时.B 点的 I 方向位移为

Fl 
XB = EA 

B 点 Z 方向的刚度 K.r'称为抗拉压刚度

K .r = F 些•-

XB l 

式中:EA--截面抗拉压刚度。

若要计算 B 点沿 y 方向的刚度，则沿 y 方向施加一横向力 P 时.B 点的位移可由材料

力学悬臂梁弯曲变形的挠度公式求得

YB=d二
3EI 

B 点 y 方向的刚度 Ky 称为弯曲刚度

旧-
p

一
­

p-h 
一
-

y 
k 

式中:EI--截面抗弯刚度。

若要计算直杆绕 Z 轴方向的扭转刚度，则要在 B 点施加一绕Z 轴转动的扭矩M，.根据

直杆扭转角公式可求 B 点处的转角

A 儿1，1
VB 百;

式中 zG一一剪切弹性模量。

B 点绕轴Z 方向的刚度 K8 称为扭转刚度

K. 一旦 _ Gl p 
←一

u 8B 1 

式中 :GL一一截面抗扭刚度。

刚度的定义方法是运用材料力学或结构力学计算静变形的方法，均为静刚度，在机械工

程中，弹性元件的形式是多种多样的，纵向振动有圆柱弹簧、橡胶弹簧等;横向振动有板簧、

梁等;扭转振动有扭簧、杆、轴等。

在一个系统中，往往不是单独使用某个弹性元件，而是以串联或并联等方法连接成一组

弹性元件。这在单自由度系统中，就要集中成一个弹性元件，这个弹性元件的刚度应与原弹

性元件组的刚度等效，称为等效刚度。现以图 2-12 为例，求等效刚度。图中 (a)为两个串联

弹簧，刚度分别为 Kl 和凡，当 B 点加一垂直力 F 时，两个弹簧分别被拉长 F/Kl 和 F/Kz.

故 B 点总伸长为

F , F 
ZB=K;TE; 

故 B 点的等效刚度为

K,K K= 一=一一~"z 吱写成 izi+i 
XB Kl + Kz -..A<~，""" K K 1 ' Kz 

由此可看出串联弹簧等效刚度比原来两个弹簧元件的刚

度都要小。这是在例题 2-2 中采用弹簧减振钩串联弹簧以降

低总刚度的理由。

图中 (b)为两个并联弹簧 Kl 和凡，当 B 点加一垂直力

K, , • 

总K, 
K, 

B 

F F 

(a) 
) 

L
υ
 

( 

图 2-12 串、并联弹簧
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F 时，若连接两个弹簧的刚性杆在变形过程中保持水平位置，则弹簧同时伸长 Xo'此时两个

弹簧的受力不等。由垂直方向静力平衡条件可得

故点 B 的等效刚度为

F = K l xH + K 2xH 

K= 王三二 Kl +K2 
XB 

可见并联弹簧的等效刚度为各弹簧刚度之和，刚度肯定是增大。

若一单自由度系统由若干个分散的或以不同形式联接的弹性元件组成，只要根据势能

相等的原则，便可求得系统的总等效刚度。

2. 1. 3 具有黯性阻尼单自由度系统的自由振动

1)崭性阻尼理论概述

在实际振动系统中不可避免地存在阻力，例如两物体之间的摩擦力，气体或液体等介质

的阻力，电磁阻力及材料的内摩擦引起的阻力等等，我们统称为阻尼。不同的阻尼有不同的

性质。当两个相对滑动面之间有一层连续的润滑油膜存在时，其阻力与相对运动的速度成

正比。一个物体若以低速在茹性液体内运动，或者如阻尼缓冲器那样，使液体从很狭窄的缝

里通过的话，阻力也与速度成正比，这种阻尼称为茹性阻尼，阻力与速度有如下关系:

F=ω 

式中 :c一-茹性阻尼系数，它决定于运动物体的形状、尺寸以及润滑剂的菇'性。

蒙古性阻尼又称线性阻尼，以蒙古性阻尼来研究有阻尼的振动，可使求解振动问题大为简

化。如果系统为非薪'性阻尼，通常根据一个周期内非甜性阻尼所消耗的能量和一个等效的

秸性阻尼所消耗的能量相等的原则来换算成等效的勤性阻尼系统，以便进行近似计算。立

足于蒙古性阻尼来研究阻尼振动的方法称为教性阻尼理论。

2) 有阻尼单自由度系统振动微分方程的建立及其解

现在讨论图 2一13 所示有阻尼单自由度系统的自由振动。图中以缓冲器符号表示阻尼，

站性阻尼系数以 C 表示。此时系统增加一阻尼力 c元，此力

的方向与速度方向相反，故取负号，由牛顿运动定律，以静平

衡位置为坐标原点可得方程式

mf =-ct-kz 

即 m.i+ci: +Kx = 0 

或圭+2n若 +w~x = 0 

式中: n- 二， ω:= 至
c,m m 

现在设微分方程的解为 x=est ，代入上式得

(2-28) 
(2-29) 

(52 十 2m+dkstzO

故特征方程为 52 + 2ns +ω2=O 

特征根为 51 , 2 =- n 土j#士ω:
由此可得方程的通解为

蝇

'" 

C 

m 

mg 

x 

cx K(),,+x) 

回去13 有姐尼自由振动系统

x - Cl e( 111 j♂丐)1 + C2 e ( " j♂丐)1 = e-IIt(Cl~/n吁吁伊一川吁t) (2-30) 
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可知解的性质决定于Jn2 -可是实数、零、还是虚数。为此引进一个相对阻尼系数 E

E 一卫一
白)"

(2-31) 

5是一个无量纲的量。

当 n>ωn 时 • ~>lP三句:为实数，称强阻尼状态。

当 n<ωn 时 .$<1 ，jn2 -互为虚数;称弱阻尼状态。

当 n=ωn 时 .$=1 ，jn2 -写为零，称临界阻尼状态。
(1)弱阻尼状态，$<1 ，利用欧拉公式将式(2-30)进行三角变换可得

Z =ft(blcosdτ百十 b2 sin0ω:-nb
式中 : b1 =Cl 十C2' b2 = (Cl - C2 ) j 。

上式也可写为

X = Ae-"t sinνω:-n2t 十 ψ)

式中 2A=砰有5，伊= tg一1 去。

均由初始条件定，将 t =0 ，z=zoJ= ￡。代入方程解可得

bl = Xo. b? X+ 町o1 = XO' b2 -~丁
气 ωl n2 

(2-32) 

A= ? , (￡。十 nxn )2 . -1 XO 气/W: - n2 
ZEfd ♂ 'ψ=tgAZ 千 nxo (2-33) 

现设 ω'd 仇二:-M (2-34) 

ωd 称有阻尼衰减振动圆频率，则有阻尼衰减振动的周期为 Td =盐，故式(2-32)可写为
ωd 

X = Ae -nt sin(ω'dt + <p) (2-35) 

由上式可知，系统的振动已不再是等幅的简谐振动，其振幅被限制在指数衰减曲线士Ae一，.

之内，且当 t→∞ ，X→0 时振动将最终停止，此振动称为衰减振动，故 n 称为衰减系数。如图

2-14所示，严格说这已不是周期性运动，但衰减振动仍保持一定的圆频率，由式(2-34)可知

此时圆频率小于无阻尼振动的圆频率，显然衰减振动的周期便大于无阻尼自由振动周期。

x 

O 

x 

x. 
、

、
、

、
、

t 

1、、、 t 

O 
, 

~ , , , 
111 T, 

图 2-14 寰减振动晌应曲线 图 2-15 强阻尼晌应曲线

(2) 强阻尼状态，$>1 旷7=丐是实数，且jn2 -w;'<η，故式 (2-30)表示的已不再是振
动，而是按指数衰减的非周期性蠕动，响应曲线如图 2一 15 所示。
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(3) 临界阻尼状态 ，t;=1 ， n=乱，方程的通解为 x = e-wn' (Cj + C2t) 

此方程所表示的运动也是非周期的。如初始条 x 

件 t=O ， x=Xo ，1;=岛，方程解为 x = e-wn' [xo + (立。十
ωnXO)t] ， 图 2-16 表示了在相同初始位移 Xo 时几种

不同的初始速度 L 条件下的响应曲线，它们均按指

数规律衰减。

由 n=ω" ，可得今 .J~ , 

O 

.x.<O 

t 

图 2-16 I临界阻尼振动曲线

当阻尼值等于上式时称为临界阻尼，并用 Cc 表示，即

C, = 2'/司K (2一 36)

可见系统的临界阻尼值只决定于系统本身的物理性质(m ， K) 。

又由 t;= 旦=主i圣! C一~ (2-37) 
ωn 2m Æ 2'/mK Cc 

故 E称为相对阻尼系数，即系统和阻尼与其临界阻尼之比值。

综合上述 3 种情况可知，系统的振动性质取决于相对阻尼系数 5 的值。

3) 阻尼对衰减振动的影响

由式(2-35)可知，在弱阻尼状态，阻尼对自由振动的影响为两个方面 z一方面是振动圆

频率比固有圆频率小，周期变长，但当阻尼很小时，这种影响可以忽略不计;另一方面是振幅

不断衰减，见图 2-14 ，由于振幅被限制在土Ae-n' 指数衰减曲线之内，现讨论振幅衰减的情

况。由图可知相邻两个振幅之比为

Al Ae--n 11 ..T 

平=石=磊可'1+'d) e"'d (2-38) 

故?是一个常数，说明系统的振幅按几何级数衰减，平称为减幅系数，又称为衰减系数。

实际应用中为了避免取指数值，采用对数减幅系数。

δ= ln7] = lne"Td = nTd (2-39) 

代入 Td =一主三可得
〉 ωh 一-n-

δ=412L=JEL(2-40) 
而严n2 ,/l-f 

从上式可知，当我们通过实测得到相邻两个振幅之比时，便能计算出系统的阻尼。为便于测

试，提高精度，还可将式(2-40)改写成从任一振幅A 开始与m 个周期后的振幅之比，即

A 生组. . .主i 1 m 1 _ /JrrnT", _ .,/Tl 

A什m A忡1 A i-f-2 Ai-I忡，z-c "-q 

所以
m/ A; 

平气/互乙

也可用对数减幅系统表示 ln 乒!- = mð 
F1.i1时，

故 A叫
一
凡

n 
1-m 

-
一

、
。 (2-41) 
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2. 2 单自由度系统的强迫振动

系统由于外界持续激振力所引起的振动称为强迫振动。系统从外界不断获得能量补偿

阻尼所消耗的能量，使系统能维持等幅振动。外界激振力作用于系统的方式有两种情况:一

种是持续的激振力;另一种是持续的支承运动。无论是力还是运动都可能是周期性的或非

周期性的。

2.2.1 简谐激振力作用下系统的晌应

外界激振使系统产生的振动状态称为系统的响应，响应可用位移、速度和加速度形式表

达。首先讨论最简单的情况，即由简谐激振力直接作用在质量块上产生的强迫振动。

1)振动方程及其稳态解

图 2-17 所示为在一外力 F=Fosinwt 激振下的单自由度系统力学模型。

微分方程的建立仍按牛顿运动定律，与有阻尼的自由振 IFosinwt 

动相比增加一外力，故可得

m.Ï =- c.i - Kx + Fo sin ωt 

mf 十 c.i +Kx = Fosinwt 

x+2n.i +ωiz=qsinωt 

式中 z hωn 意义同前 ，q=号。
忽略阻尼的影响时，振动方程式表示为

m 

x 

Fosinwt 

或 (2-42) 

(2-43) 
C K 

, cx K(A,+x) 

(a) 
) LD ( 

m.Ï + Kx = Fosinωt (2-42a) 图 2-17 强迫振动力学模型

或 i: + ωiz=qsir1ωt (2-43a) 

方程(2-43)是一个非齐次方程，它的全解为 :x(t) =Xj (t) + X2 (t)，其中 Xj (t)是对应的

齐次方程的通解 ， X2 (t)是非齐次方程的特解。 x] (t)的解即前述自由振动的解，在弱阻尼状

态时为

Xl (t) = Ae --nt sinνw~ -n2 t+ ψ) 

这是一个衰减振动，只有在振动开始后一段时间内才存在，不久便消失，所以称为瞬态

振动，一般情况可不予考虑。

特解 X2 (t)表示系统在简谐激振力下产生的强迫振动，是一种持续的等幅振动，称为稳

态振动。根据微分方程的非齐次项是简谐函数这一特性，可知特解的形式亦为简谐函数，且

振动圆频率与激振力的圆频率相等，但有一定的相角差，且强迫振动的位移变化总滞后于激

振力的变化，故我们可设方程的特解形式为

工2 (t) = Bsin(ωt 一 Ø) (2-44) 

式中 :B一一稳态振动的振幅。

ýr-一相角差。

将式(2-44)代人式(2-43)可得

一比/sin(ωt 一 ψ) +2nBωcos(ωt ψ+w~Bsin(ωt- ψ=qsind 
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将上式等号右边改写为

机械振动理论与应用
一一τ口... . 

qsin wt = qsin[ (wt 一 ψ+凶 = qsin(wt ψ)cos ø+ qcos(ωt 一 ψ)sinø

代入前式整理可得

[B(ω: 一 ω2) - qcos ØJsin(wt ψ) + (2nBω-qsin仲os(ωtψ) = 0 

因为同角的正弦、余弦的值不可能同时为零，故

可解Hi B、功二个待定系数

B(ω:ω2) - qcosψ=0 

2nBω-qsiII ￠ =O 

B= 一τ一~乓向 h
(ω; 一 ω")"+4nz旷

ψ=ti12℃ =til 芒

代入式(2-44)即为系统的稳态位移响应

X2 (t) = . q sin ( wt 一可11旦什
J(ω: 一ω2)2+4n2ω2 飞 ω二一 ω" / 

上式也可用系统基本参数 m、K 、 c 、 Fo 表达为

Xz( t) = Fo 一一 -:sin ( wt - tg-1 T?旦旦? ) 
.j (K 一 ω2m)2 + (Úc> 2 飞 Aω-m!

(2-45) 

(2-46) 

(2-47) 

(2-48) 

所以稳态响应的振幅 B 和相角差￠均取决于系统本身的物理性质(质量、弹簧刚度、阻

尼)和激振力的性质(频率与幅值)，而与初始条件无关，初始条件仅影响系统的瞬态响应的

振幅A 和初始相角 ψ 。

忽略阻尼的影响时，振动方程式的稳态解表示为

X? (t) q sin ωt=Fosin ωt 
J(ω; 一 ωz ) 2 、I(K 一 ωZm)Z

若为单自由扭转系统，系统在简谐力矩 M， =Mosinwt 作用下产生强迫扭转振动，可得

类似的振动微分方程

J8 +Co8+Ko8 = Mosinωt 

式中:8-一一角坐标。

Ko 扭转刚度。

Ce一一扭转蒙古性阻尼系数。

J一一圆盘转动惯量。

可见扭转强迫振动与直线振动有完全相同的规律与特点。

2) 系统的幅频响应曲线和相频响应曲线

系统稳态振动的振幅和相角差随频率的变化规律可通过幅频响应曲线和相频响应曲线

来表示。

首先讨论幅频响应曲线。可将振幅 B 改写为如下形式

Fo 
B=.j(豆三斗2m)2+ω2C2
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F。

KJ(l 三)2+(2· 二二f (2-49) 

BOJUJ 十(如2
式中 zBo=言，相当于激振力的幅值 Fo 静止地作用在弹簧上产生的弹簧静变形。强迫振

动的幅值 B 与 Fo 成正比，即改变激振力的幅值可改变强迫振动的幅值。 r=旦称为频率
由，

比，即外界激振力的频率与系统固有频率之比。 E仍为相对阻尼系数。

继续将上式写为

B 1 ~ 
β(2-50) Bo J( ‘ 9 、? "r.~...? ~ 

卢称为振幅放大因子，即强迫振动的振幅与静态变形之比。故讨论卢值大小，即为讨论

强迫振动幅值的大小。

忽略阻尼的影响时，放大因子表示为

卢=」τ(2仙)

当阻尼一定时，卢仅是频率比 r 的函数，故可以 r 为横坐标，卢为纵坐标，对系统不同的 E

值可画出一组放大因子卢随频率比 r 变化的曲线，称为幅频响应曲线组，如图 2一 18 所示。

由图明显看出，当 r勾 1 ，系统发生共振时，振幅有最大值。工程中特别要注意这一点。

~=o 

11 ~ I仁oj1: 0.2 
~ ~ 

卢

3.01 "' 飞 1'-_0.15

ψ 

2. 0 ~ /// _\\--0.25 
'" 111 ., .Jr/..i回 4.υ 

~=∞ 2.0 
1. 0 

1. 0 I 、、 、、、. 111// / fN-. O. 5 
0.2 
O. r OE A i , r 

。. 5 1. 0 1. 5 2.0 。 1 2 3 

图 2-18 幅频晌应曲线 图 2-19 相频晌应曲线

再讨论相频响应曲线。强迫振动响应与激振力的频率虽然相同，但存在相角差，按式

(2-46)写成

￠ =tg13旦ι=ti13EE
ω: 一 ω2 -" 1 -,-2 

可知相角差也仅与频率比和相对阻尼系数有关，同样可以频率比 r 为横坐标、相角差 ψ

为纵坐标，根据系统不同的阻尼系数值绘出一组相频响应曲线，如图 2一 19 所示。

r=l 时，即共振时，相角差 ψ恒为?，与系统的阻尼大小无关，这是共振的一个重要特

' 
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征。据此能在试验时，根据相角差为?来确定共振频率。

由图中可看出 ψ 与 r 的变化是非线性的，仅当 ~=O. 7时 .r 由 0>-1 这一段范围内呈

线性关系 cþ=豆子r 。

现根据图 2-18 和图 2-19 来分析讨论频率比 r对振幅和相位的影响。

(1)当 r<<1 时(一般指 r<O. 6~0. 7) 。这时由于激振频率较低，速度、加速度都较小，

产生的惯性力、阻尼力也较小，系统主要由弹性恢复力平衡外激振力，响应主要由弹簧刚度

K 控制，系统的静态特性是主要的。卢比 1 大不了多少，即强迫振动的振幅与激振力幅值产

生的静变形相差不大，响应位移基本与激振力同相 .cf向0。当 r=O. 即 ω=0.卢=1 就等于静

变形了。

ω 当内1 时称为共振区。 φ=号，系统发生共振，振幅达最大值。当可时，卢=去，

响应主要由阻尼控制。若 ~=O 即无阻尼时，卢为无穷大。通常称激振力频率等于系统固有

频率时为共振，但实际上由于阻尼存在，最大振幅所对应的频率比并不是 r=1。通过卢对 r

求导，并令其等于零，可求出卢的最大值

由苦。得4哥盹有最大值ß=一生百
白~ýl 白守

所以 r=三=巧巧歹， ω =jl-2(-wn 时，有最大振幅。由于一般阻尼往往较小，故

以 ω=ωn 作为共振频率影响不大。

(3) 当 r>>l 时(一般 r> l. 3~ 1. 4)称惯性区。 ψ~1C， 响应位移和激振力接近反相，当

r>>l.~=O 时，卢趋近于零，系统的响应主要取决于质量。在高频范围，加速度很大，惯性力

对平衡激振力起主要作用。

为更清楚地表达外激振力 F=Fosinwt 与系统的响应之间的关系，小结如下:

当 r<<l 时 .cf向O.激振与响应基本同相，主要是系统的弹性恢复力 K.r平衡激振力。

当内1 时，ψ=号，激振与响应互相垂直，主要是系统的阻尼力 d 平衡激振力。

当 r>>l 时，价π，激振与响应基本反相，主要是系统的'惯'性力时平衡激振力。
3) 系统阻尼的影响

从幅频响应曲线可看出，在共振区，增加阻尼对减小振幅有显著作用，而远离共振区，阻

尼的影响便减小，往往可以忽略不计。由图还可看出，当系统的相对阻尼系数 E二三O. 707 时，

无论 ω 为何值，放大因子卢恒小于 1. 即振幅总是小于静变形。

由式(2-46)可看出，相位角 ψ与阻尼比 E 成正比。

当 ';=0. tW无阻尼时.r<l.则 ψ=O;r>l.cþ=π;r=l 共振时，突然反相。

当 F∞，ψ恒等于号。

在共振时(r= 1) •放大因子卢=去，称为系统的品质因子，以符号 Q表示 .Q去。从幅
频响应曲线可看出 .Q值越小，阻尼越大，曲线的共振峰便越平缓，即过共振区时比较平稳，

这是所期望的。反之.Q 值越大，阻尼越小，则共振峰越陡。下面我们来定量分析一下。

• 
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图 2-20所示为某~~的幅频曲线。

曲线在 r=l 的峰值两侧近似可看成是对称的，

现取峰值两侧曲线上的两点，其纵坐标卢=去=

. 707 
丁气 ，即图中 q1 和 q2两点，一般称为半功率点。对

应的横坐标频率比设为旦和生，根据式(2-50 )将卢
白)n α)n

带入可得

卢

o. 707 
2~ 

q, /. ; \q2 

1 
2~ 

旦1 1 旦旦 r 
α}n 0)11 

图 2-20 半功率点求解阻尼

卢一生旦7 1 
一-

2~ j (1 -，.z子+ (2'; 、。

解出 乒= (1- 2f-) 士刁丰f- 2.;

当 E运1 时，可略去f-高次项，则 r =1 +2.; 

展开后可得
(ω? 一 ω1 ) (ω?+仙)

L .......1';.....L .......1' 4~ 

W n 

因 ω2+ω1=2ωn •故旦旦=2';
白J

式中 :ÓúJ=ω2 ωI 

生
ω一

一
一
ω

吼
一
一

一
ω

= 1

忌一
→

Q

宽带的统系

(2-51 ) 所以

带宽直接决定共振峰陡峭程度，且带宽与阻尼是成正比的.6，ω=2b=2n=二。可通
ln 

过试验方法对系统进行扫频激振，从而确定出 ω" 及 4乌血) .由此便可估算出 Q或 5 值，求得系
统的阻尼。

的初始阶段的振动

现研究在简谐力作用下，系统在初始阶段的响应，即系统的瞬态响应和稳态响应的叠加

可表示为

.T .T] 十 .T2 = Ae -nt sin(ωdt + ψ) 十 Bsin(wt 功) (2-52) 

由于是两种不同频率、不同相角又不同振幅的简谐运动叠加而成，运动较为复杂，但由

于阻尼存在，在一段时间后，使趋于单独的稳态振动。图 2-21 表示初始阶段在 ω〈ωn 时和

在ω〉ω" 时两种运动合成的结果。

x x 

、

O 
、 r O t 

(a) 当 ω<ωη ( b) 当 ω〉ωn

图 2-21 初始阶段的瞬态振动

两者均渐趋于实线所示的稳态振动。存在自由振动的这一阶段称为系统受迫振动的过
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「τ

渡过程。
强迫振动的稳态响应与初始条件无关。但若要讨论初始阶段的振动，则也要注意初始

条件，以确定待定系数A、伊。

若初始条件 t = O, X = Xo ,i: = 元。，代人式(2-52)可求出

íi:。+阳。+岛15inψ一比，∞sψl2A 二/ I .A..- U I i.A.- U .LJ'," L;) J.J.J. 'f/ -4-'U.1.....'V'V' 'f/十 (Xo + Bsin cþ)2 
L Wd ..J 

cp . tg-1ω'd(XO + Bsinψ) 
z 十町。+岳阳inψ一盈。cos cþ 

为了便于讨论，设阻尼为零时，式(2-52)为

(2-53) 

(2-54) 

X = Asin(wnt + cp) +τi寸smωt
ωn 一 ω

(2-55) 

若初始条件 t = 0 , X = Xo = 0 ，主=立。 =0 代入上式得

A= 一一一但
ω川ω; 一 ω2 ) 

cp=O 

故
口'….‘

X = n :Z ~ I Sln ωt 一二smωnt 1 
ωi 一 ω』飞 ωn , (2-56) 

当有阻尼时， 但J 为振幅的瞬态自由振动会逐渐衰减。但当固有频率较低时，
ωn(ω; 一 ω2)

其振动振幅就较大，衰减时间就较长，这对于测定强迫振动稳态振幅时要予以注意。由以上

可知，当系统初始条件为零时，系统开始仍产生自由振动，常称为伴生振动。

现在讨论当 ω 和的很接近时会产生什么现象。设问 ω=2ε，将式(2-56)改写为

。 r / " (ω'n+ ω)t. ~. (ω 十削)t___.l
X=一 γ I (ω..+ω)cos 一一一一-'----sm d 一 2e: sin 二L一一-cOS U 1 

ωn(ω; 一 ω2) L 叫 2 ~~&& ......... -.... .....&&& 2 ........................ J 

当户0 时，略去后面一项，且咛ω句ωn

则 z句一言.!l- sin e:tcosωnt ， 可看成振幅按石.!l-sind 变化而频率为ω" 的振动，如图2-22
c，e:α)n L.EllJ 1I 

所示。
2π 

q 

2.ω" 

-, -.---、 、

_ ..... --Jr-、

-一
、

,, 
、

、
、

、-J 、

，JJ 、 ω'.t
/ , 

、
、

、
, , 

、-~-
, 

ω.'τ 

ε 

图 2-22 拍振现象

可见振动的振幅由零增至最大值，然后又减为零，逐渐又增大至最大值，这就形成了所

谓"拍"的现象。每从零变化至零称为一拍，显然其周期应为正弦周期的一半，故"拍"的周期

为÷?=?。因 E 是很小的，所以周期也较长。如果激振频率接近等于固有频率，即 ω→
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ω11' E→0，则旦旦→t故内 JLmω，.t 。说明在共振时，其振幅将与时间成正比。理论上
E ~Wn 

如无阻尼，则可达无限大。当然，增大振幅就需要足够的时间，所以机器运行速度如设计在

固有频率以上，在越过共振时，要求过搜时间尽可能短，以免产生强烈的振动。

2.2.2 转子偏心质量敢振下系统的晌应

1)方程的建立及其解

旋转机械设备，如电机、离心泵、离心压缩机、通风机、汽轮机等的转动部件，通常称为转

子。由于转子的偏心质量而引起振动的现象是很普遍的。如果激振力是因转子的不平衡而

产生的，则与简谐激振力直接作用于质量块上

的情况就不完全一样。如图 2-23(a)所示，一

电机安装于两根槽钢组成的简支梁上。当转子

有偏心距为 r 的偏心质量 m ， 则可以建立图

2一23(b)所示的动力学模型。现讨论在 z 方向

的强迫振动问题。设电机质量为 M(略去梁

重) ，电机转速为 N(rpm)系统(梁)的弹簧刚度

为 K ， 阻尼为 C。转子的旋转角速度为 ω=

F. 

问

(a) 
) 10 ( 

运N，故产生的离心惯性力为 Fo=叫，若以

静平衡位置为原点建立坐标工，设偏心质量在水平位置为起始位置，则 F。在 Z 方向上投影

即为垂直激振力

图 2-23 转子不平衡产生的振动

F = Fosinωt= η1eω2 sinωt 

按式(2-42)直接可得振动微分方程

此1i+c.i 十 Kx = meω2 sin wt 

(2-57) 

或
____ 2 

圭十 2时+山 =117mωt (2一 58)

现仅讨论稳态特解，与式(2-44)一样，对照可得

x (t) = Bsin(ωt 一 cþ)

式中:

B= 
j(ω: 一 ω2)2+4n2ω2

nztUJ2 

儿f me r 2 

M jO-r)2 十 (2c;r)2 (2-59) 

φ=tg I J旦ι= tg一1 2c;r 

ω: 一 ω2 '5 1- r 
2) 幅频响应曲线及相频响应曲线

将式(2-59)改写为

A但 r (2-60) 
me /0一兵 )2 + (2c;r)2 

MB..r 1.11 .1. 1.-

同样以 r 为横坐标、一一为纵坐标(与振幅成定比)亦可根据不同 e值得出一组曲线，即me 
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幅频响应曲线，如图 2-24 所示。由图可看

出与前述幅频响应曲线有两个不同特点:

(1)当 r<<1 时 (ω《ω" ) ，振幅 B 很小，

3.0 

几乎等于零。显然，马达低转速时激振力 2.0 

Fo=meω2 很小。

MB 
(2) 当 r>>l 时 (ω》ω ， ) ，一一→l， B→

me 

霄，即在高频范围内，振幅接近于常数，并

不是趋于零。

(3) r= 1 时，产生共振，振幅 B=17

去，系统振动激烈。

品18

me 

1. 0 

。

05 
10 

O. 15 

1. 0 2. 0 3. 0 4. 0 
r 

固 2-24 不平衡的幅频晌应曲线

5.0 

一个实际系统的阻尼系数是不容易计算的，按上面这个特点，可用试验方法测定阻尼系

数。首先测定共振(r= 1)时振幅 B=些l 算得阻尼茅数 e=一旦ι一，再测定 r>>l 时的振几f 2e' :ff,v l"n.',,",/J'<3tÅ ç 2MB 

幅， EHBOI=17便可求出阻尼系数俨丁手一·号宇=丁手一 • Br>>1 0 

2Br~1 M 

相频响应曲线与前述完全一致，就不复述了。

2.2.3 支承简谐运动激振下系统的晌应

在很多情况下，系统是由于支承点的运动而产生强迫振动。支承点的运动可能是由外

部振源所产生，如机器振动引起仪表的振动，汽车在不平路面行驶产生的振动等。
1)运动方程的建立及其解

现对一单自由度系统，支承点作简谐运动 n=asind 时，分析系统的响应，如图 2-25
所示。

m m 

x 

r K K (x-x,) r (X-x,) 

c气户

x，.=asmωt 

图 2-25 支承运动产生的振动

仍取静平衡位置为坐标原点建立 I 坐标。由于支承

点在运动，故质量块在运动时虽同样受到弹性恢复力和

阻尼力，但弹簧的实际位移及阻尼实际的运动速度都是

质量块与支承点间的相对位移和相对速度。据此列出如

下方程

m主'=-K(x-x，) -c(.i:-.i:.,) 

或 mi+ci 十 Kx = Kx， 十 ci ， (2-61) 

可见系统相当于作用 r两个激振力，一个是由弹簧传递

的弹性力 Kx，;另一个是由阻尼传递的阻尼力 cL 由于 x， 与 L 有相角差号，所以两者不

同相，后者超前?相角，故用复指数形式求解更为简便。

设方程的解为 x = Bej(wt一.p)

则 .i: = jl也rJMhfz一品， 2 ei(wt-.pj 
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支承点运动也写为

代入(2-61)可得

jut..!. ，;，.~ .rojwt X s ae~' , X s JaωE 

[(K-mw2 ) 十jcω]B巾，一φ = a(K + jc，ω)俨d

hM=a(K +ic，ω 〉
(K-rrlú/) 十jcω

根据复数运算法则，可求复数矢量的模，即振幅 B

B =a /K2ff2ω2 ， .0 =a.(_ 1+ (2~r)2 
(K-mw2 )2 十 (ω)2 ...，匀(1 - r ) 2 + (2.;r) 2 

同样可求相角差￠

ø = tg-1 阳ω3 ~_-l 一 2çr3
g k(knu2) 十 c2ω2 一 tgl-rZ+(2Er)2

2) 幅频响应曲线及相频响应曲线

由式(2-62)可得

(2-62) 

(2-63) 

B 
β
μ
a
 

-n 

2

士

、
B
J
-
'

r-9
乞

r
飞
古

+-L ttEA-

(2-64) 
G 

式中 :3 系统振动幅值与支承运动

幅值之比，故也称放大因子，仍以卢表示。
… 

同样，若以 r 为横坐标，卢为纵坐标，也可

得出如图 2-26 所示的幅频响应曲线。其

特点分析如下:

~=o. 05 

60 50 375 

β 180. 

2.0 

0.05 
O. 10 120 

o 1. 0 2. 0 3. 0 4. 0 5. 0 

(1)当 r=O ，卢=1。说明支承运动频
率变化很慢时，系统相当于平动。1. 0

(2) 当 r=1 ，仍为共振点，振幅接近

最大值。当 r=.J2时，可知卢亦等于1，即
振幅等于支承运动的幅值，且与系统的阻

尼无关。

。 1. 0 ./2 2. 0 3. 0 4.0 
r 

5.0 

图 2-26 幅频、相频曲线

(3) 当 r>.J2时，无论阻尼是多少，卢<1，即振幅值小于支承运动的振幅。根据这一特
点，可讨论隔振问题。并且当 r>.J2时，若系统阻尼大的反而比阻尼小的振幅更大，这与前
面几种曲线都不同。

(4) 当 r>5 时，卢基本成为常数。相频响应曲线如图 2-26 中右上角所示。共振时相角

差已不是号。

3) 支承运动以速度和加速度表达时的计算

如果支承运动是以速度或加速度的形式给出，则需要加以变化后求出。

如速度为主= bsinwt ， 则位移为 Xs 主sin(ωt - ~) 
α，飞白/

仍按式(叩

若加速度为圭立s C臼simIn1ωωt ， 则位移为 zs24sin(ωt-TC) 。
w 
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亦可得 B= 毛卢。
缸，

式中卢仍为原放大因子，由式(2-64)给出。

2.2.4 机械阻抗的基本概念

1)机械阻抗

而←

由强迫振动分析可知，机械系统受激振后的响应，只与系统本身的动态特性及激振的性

质有关。现引进动刚度的概念，即

K F(ω) 
D 五百

KD 为动同Ij度 ， F(ω)为激振力 ， x(ω)是位移响应。可用激振力和系统的响应之间的比值关

系来表示系统的动态特性。凡以激振力比响应的值称为机械阻抗;若以响应比激振力，即机

械阻抗的倒数称为机械导纳。又由于系统的响应可以是位移、速度和加速度，因此有如下各

种形式及名称:

F(ω) 
位移阻抗 K(ω)=一一一

工(ω)

工(ω)
位移导纳 W(ω)=一一

F(ω) ...0:1:: r::b:: P. L.-h n l' '\ i: (ω) 速度阻抗 Z(ω) =一一 速度导纳 B(ω) =一一
i:(ω) ~，--"'- .... -.... ~ '~f F 飞ω/

F(ω) .J.........~ r.::b::: P. I~ T I''' X (ω) 
加速度阻抗h以ω)= 一一- 加速度导纳 J(ω)= 一一

1:(ω) /..JH~'....x- .... -'..1 J '",,' F(ω) 

机械阻抗可由频率响应实验方法直接求出，如能列出系统的运动微分方程，也可计算求

得。运用机械阻抗的概念，将为研究系统的抗振能力、运动稳定性带来很大方便。

机械阻抗的概念实际上是由电学阻抗概念引人的。

2) 传递函数

传递函数是描述线性定常系统的输入与输出关系的函数，定义为初始条件为零时，输出

量(响应函数)的拉氏变换与输入量(激振函数)的拉氏变换之比。

下面来求单自由度系统强迫振动的传递函数。其运动方程为 mi+c.i +Kx = f(t) 。设

初始条件为 t = 0 , xo = 0 ，土。 =0 。

对方程取拉氏变换

I d2 工、
因为 L(到一 LI 一，-;;- ) = 52 X(s) - Sr o - i:o = 52 X(s) 

一飞 dt2 J-

L(i:) = L(吉)= 5Xω 一Sro -xo = 5Xω 
L(x) = X(s) 

L (j) = F(s) 

可得 (ms 2 + α + K)X(s) = F(s) ， 故系统的响应为位移时的传递函数为

X(s) 
H(s) 一一一一 o一一

F(s) n旷十α +K

由于响应有不同形式，故传递函数也有几种形式。

当输入量为简谐函数时，5=jω 代人上式可得

ThinkPad
矩形
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二τ

X(ω) 
H(ω) =言?了=一一一 o

K 一 ηωZ + jcω 
这与动柔度表达式完全→样，不过是一个复函数表达式，可分为以下两部分:函数的幅

频特性为

I H(ω)|=1 
j(K-…2)2 + C20} 

函数的相频特性为

tþCωhvx女可 =tg l 占二
由此可知，机械导纳也就是以复函数形式表达的传递函数。由于 s=jω，拉普拉斯变换

也就成为了傅立叶变换，将时域变成频域来讨论，故又将复函数表达的传递函数称为频率响

应函数。

在频域内描述结构系统输入输出特性的函数称为传递函数或频率响应函数 H(ω) 。

2.2.5 简谐力做的功

在无阻尼自由振动过程中，能量是守恒的，只存在势能和动能的相互转换，系统在初始

干扰下能维持等幅振动。若存在阻尼，则阻尼力将消耗系统中的能量，使系统振幅逐渐衰

减。在强迫振动时，阻尼力也消耗系统的能量，而持续的激振力对系统不断输入能量，当输

入的能量正好可以补偿阻尼所消耗的能量时才能使系统保持稳定的等幅振动。下面就定量

分析简谐激振力做的功与阻尼力所消耗的能量之间的关系。

1)简谐激振力在一个周期内做的功

简谐激振力 F=Fosinwt 时的位移响应为 .r =Bsin(wt 一 ψ) 。激振力在微小位移上做的

功可表达为

dWF = Fd.r = F.idt 

故在一个周期内做的功为

W F = [日dt

=j7(FOSind)胁。ω 训dt

=F047Sind时ωtψd(ωt)
= rrFoBsin tþ 

(2-65) 

由式中可知，简谐激振力每周期所做功的大小，不仅取决于激振力幅和振幅的大小，而

且与激振和响应间的相角差有关。

若 tþ>O ，则表示外力超前位移响应，做正功;若 ψ〈

0，则表示外力滞后位移响应，做负功;若 tþ=O 或 tþ= π ，

则外力做功总和为零。

我们可用旋转矢量图来表示，如图 2-27 所示，将瓦

分解为 Fl 和 Fz 两个垂直分力，且 Fj 与位移(幅值为 B)

同向 ， Fz 与速度(幅值为函))同向，显然 Fl =Fo ∞sφ 

r/"7\ 

F, 
ωt 

图 2-27 激摄力幅分解
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一…

F2 =Fosin cþ。现分别讨论 Fl ，F2 在一周期内做功的'情况:

Fl 与 B 同相位， Fl 在→个周期内所做的功为:求出 F2 在-个周期内所做的功。

dWF1 = F1clr = [Focos 如in(ωt 一 ψJ[坠)cos(ωt 一 ψ)dtJ

rT r~ 

W F1 = Jo dWF1 = FoBcos 叫。 sin(wt 一 ψcos(ωt 一 ψ)d(ωt) = 0 

dWF2 = F 2clr = [Fosin cþcos(ωt 一 φ)J[比)cos(ωt 一 ψ)dtJ

rT r Z, 
TI W F2 = J 0 dW)<'2 = FoBsin 叫:时 (ωt 一 ψ)d(ωt) = 1πrFoBsin tfφ y 

与 (α2一才65盯)比较后可知 ，WF=W扩TF2。

(2一 66)

所以一周期内激振力所作的功就是其超前位移 90
0

(或与速度同相角)的分力所做

的功。

显然，当 cþ=90。时，即 ω=ωn 共振时，外力与位移的相差为 90
0

，外力做功达最大值 πFoB。

2) 阻尼力在一个周期内所消耗的能量

对勤性阻尼力 Fc =-c:i 土- cBwcos(wt - cþ) = cBω叫ωt 一 cþ- ~) 

这也是一个简谐力，且滞后于位移 90
0

0 Fc 在一个周期内消耗的能量为

rT r~ 

W c = L Fcxdt = J: - cB 2w2 ∞S2 (ωt 一 ψ)dt =一 πcB 2ω (2-67)

可见，蒙古性阻尼所做的功与振幅的平方及频率成正比。

当系统在简谐激振力下作稳态强迫振动时，在一个周期内激振力所做的功必等于阻尼

力所消耗的能量，即 WF十Wc=O ，可知

nBF 0 sin cþ =πcB 2ω 

B= 艺sm (2一 68)

由此导出了振幅与相角差的关系式，且当 cþ=叫.B 有最大值2，即共振时振幅最

大。振幅与阻尼和激振频率有关，与频率的关系是 r=l 时，振幅最大，远离 r=l 的振幅都

逐渐减小;与阻尼的关系是阻尼越大，振幅越小，在共振时阻尼限制振幅的作用很大，但远离

共振的频率范围内作用就较小。

根据式(2-66) ，WF 与振幅B 呈线形关系。而根据 WF 

式(2-67).Wι 与 B 呈抛物线关系，如图 2-28 所示。由 以=WF

WF 

Wc 

O 8 , Bz 

图可看出如果系统的振幅为岛，此时 WF>Wι 使系统

振幅增加，由于振幅增加，系统的阻尼消耗能量也随之

增加，且与振幅的平方成正比，因此增加很快，直至等于

激振力所输入的能量，所以系统能以 B2 的振幅振动，使

系统成为稳态振动。 围 2-28 功与振幅关系固

B 
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2. 3 非简谐激振产生的强迫振动

2.3.1 非简谐周期激振的晌应

如激振力(或支承运动)是一个周期函数，我们已知任何周期函数都可以按博立叶级数

分解为一系列频率成整倍数关系的简谐函数。对于线性振动系统其响应便可以按叠加原理

将每一单独的简谐函数作用的响应求出后，再全部叠加起来，便可得总的响应。设周期激振

力 F(t)作用于有阻尼的质量弹簧系统，可列出方程

mi+c.i +Kx = F(t) = 旦旦+亨丁 (a; cos 白 t + b;sin 白t)
2 纣

式中右边 ao ,ai ， b; 的值如第一章所述。

因第一项亏是常力，作用于系统，犹如质量块重力一样，它只影响系统的静平衡位置，如

坐标原点就选在新的平衡位置上，方程中便可除去此项。系统的稳态解即为

Y飞 S(ωt 一仇) + b;sin(白 t 一 ψ'; ) 
x( t) = ): 

;~l K v'C1- ':f) 2 + (2~rY 

式中 ri-型。
缸，

若为周期性支承运动同样可算出响应。设周期支承运动为

不计阻尼时响应为

2.3.2 任意激振的晌应

x ,(t) = ~ (a; cos白 t + b;sin 白 t)

Y飞、 ωt 十 b;sinωt
x( t) = >: 

但 1- ，-7

(2一 69)

(2-70) 

在许多实际问题中，对系统的激振并非周期性的，而是任意的时间函数，或是在极短时

间间隔内的冲击作用，当激振作用的时间比系统固有周期更短时，一般称为冲击。对于任意

激振，系统通常没有稳态振动，而只有瞬态振动，在激振力作用停止后，系统按固有频率作自

由振动。瞬态振动和自由振动合称为任意激振的响应。

1)杜哈梅积分法

图 2-29 所示一任意激振力 j(t)作用于有阻尼单自由度

系统，求系统的响应。杜哈梅积分法的基本思想是将激振力分

解为一系列脉冲的连续作用，各脉冲的大小和作用时间由j(τ)

决定。先求出每个脉冲单独作用下系统的响应，然后按线性系

统的叠加原理将其叠加起来，即得出系统对激振的响应。设

j( t)的作用时间 0→t 将此区间分成无数极短间隔，以 dr 表

示。在某一时刻 t=r 时的 dr 间隔内，若受到一个微冲量的作

O 

图 2-29

(< ) 
τ 

t 

任意激振力
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用 f(r)dr(图中阴影面积)。根据动量定律 ， f(r)dr=mdv 故 dv=i豆1世，即系统的质量 m
m 

获得一个速度增量 dv。但在 dr极短时间内，系统还来不及发生位移，故成为系统的初始条

件，故初始条件成为 t = r , Xo = 0 ，元。= dv。

然后当 t二三r 时，在此初始条件的干扰下，系统作自由振动。根据式(2-32)可得系统在

初始条件下的响应

f( r)dr ~(】X=L之< /兰主e-n\~r) sin 肋 (t -r)

臼)dηz

式(2-32)是以 t=O 为坐标原点，现以 t=τ 为原点。以上是某一微冲量单独作用下系

统的响应，而系统受到 0→t 范围内一系列微冲量作用，故其响应为全部微冲量单独作用时

的响应叠加，可以通过对上式的积分求得

尸 f( r) -,,(/,-.) x = I L立土三e-，，(~r) sin ω，，(t - r)dτ 
J 0 ω'd，n 

=斗~ l' f(仇 "(~r) sin Wd (t一训τ
WdlflJ 0 

(2-71) 

上式为杜哈梅积分式。积分时应注意 ， t 是位移响应的时间，是常量，而 r 每一个微小冲

量作用的时间，是个变量。杜晗梅积分式是方程mi+c.i +Kx = f( τ) 的通解。杜晗梅积分

的解即为系统的初始条件为零时的全解，包括了瞬态振动及稳态振动。以下分别讨论几种

情况。

(1)当不计阻尼时，响应可写为

x= 丰f>(训 (2一 72)

( 2) 如果系统在激振力作用开始时还有初始条件均和岛，则系统的解还应加上自由振

动的解这一项，即

x= 仨inω"t + Xo…什在tf(r)sinω，，(t一卅
(3) 若系统是支承运动，仍可用叠加原理分成两个杜哈梅积分求解。若支承运动形式

给出为 x=x， (t) ， 系统的方程为时 + c.i + Kx = Kx , + c.i， 故系统响应可写为
z = =ι』产忏l' [阮Kx，ι以叭，(仕r川ω)汀Je-n产寸

trκυdJ 0 

= lf'[ω~x ， ( r) + 2S:vnx , ( r) Je-s". (卜。 sinω'd(t - r)dr 
血)"J 0 

(2-73) 

若支承运动是以加速度形式给出五 (r) ，则先求系统的相对位移 y=z zs 的响应更为

简便:

上式响应为

m;? 十 cÿ+Ky =-mi, 

y =-Lr[-mfs(τ)Je-'什甘 sinωd (t - r)dr 
Tl1W dJ 0 

=-tli(ryh)sinωd (t -r) 

然后根据初始条件算出支承运动的初始位移 x， ep可求出系统的总响应x=y+Xso

(2-74) 



第 2章单自由度系统的振动 /臼7/
...............,............... .--;-;-;-，.日

【例 2-6] 单自由度系统受到激振力 f 的作用 ， j 的

变化规律如图 2-30 所示递减三角脉冲，初始条件为: Zo= 

元。= 0 ，不计阻尼，求系统的响应。

解:应用杜哈梅积分，分别计算 t<to ， t>to 两个区间

的响应。

当 t<to 时，由式(2-72)计算系统响应，用分部积分法。

工=在J: j( r )sin w" (t一付

f 
h 

Fo (I -,/Io) 

O 

t 

r 

Fo ft (1 - ~ ) sinω (t-r)dr 
η1W _J 0 飞 lO , 

Fo /1 . , Fo f. 1. 、
=一韦(1- cos ω t) 一一斗一 ( t - --=- sinω t 1 

mw~ ,. mw~to 飞 ω" '. ! 

Fo /1 , Fo f 1. 、
=-t(ICOS ω"t) - τ"- ( t 一 -slnω，J 1 

R Rl o 飞 α)11 I 

1-
dr 10 

叶

图 2-30 递减三角脉冲

' 

当 t>to 时，大于 to 的部分积分为零，所以

x = Fo fto (1 一工) sinω，_Ct -r)dτ 
Tnw "J 0 飞 l 0 , '. 

= 忐;汗声[si川n川叫叫ω屿叫'"t 一 s im川n
【伊例U-7η】 求有阻尼单自由度弹簧质量系统在 t=O 时，突然受到一常力 Fo 作用下的

晌应。此动载荷为阶跃函数，如图 2-3lC a) 。

x 

Fo 

O π3_ " 一 π 一-π 且，τ
2 2 

ω.t 

O t 

(a) 
) LU ( 

图 2-31 阶跃激攘的晌应

解:因 jCt)=Fo 代人解
,.. rt 

x= 二~ I e -n(rr) sin 肋 (t - r)dr 
TnwdJ 0 

令 t'=t-r , dτ=-dtr用分部积分可求

Fo r 1 / _.寸
x= 一ι| 寸寸-言(ωd 一ω，de-nt cosω'dt - ne寸lt sinω'dt ) I 

TrlaJd Ln 寸-ω" J 

Fo 1 / _. 
=一ι-τ(ωd - Wde -n t cosω'dt - ne -rlt sin ω'dt) 

Tnwd α)" 
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式中:

若不计阻尼，则

ψ= tg一11F

x= 号(1…ρ
17 

可见在突加载荷 F。作用下，除了使弹簧产生」静变形，还使系统产生振幅为主主的振动K 
(若计阻尼则为衰减振动〉。系统响应如图 2-3 1( b)所示。

f 
x 

几|
2Fo "-K 

" 、 , 、

O~ 
t 

O 
2Fo 

fI 
'r 

1-______ 
K 

(a) 
) LU ( 

图 2-32 矩形脉冲的晌应

若 Fo 力在 t1 时突然消失，即矩形脉冲作用，如图 2-32(a)求无阻尼系统的响应。在 t~

t1 时，系统的响应仍如图 2-31( b) ;系统在 t?t1 阶段的响应，则由下式给出

Z =￡录:::Jf仆hjr扣h:〉〉s町im叫n川ω
=号[…，，<t ← t1 )一…"tJ

实际上在 t二三t1 时系统的响应即为激振力去除之后，系统以在 t1 时的位移 XI 和速度企l

的初始条件，按固有频率作自由振动。由前述可知，此时

工l 二号(1→…"t 1 ) ，企1 击队， sinω..t 1 

按式(2-10)可得

x = X1COS ω，，([→ t1 )十王LsiIIω，， ([-tl)
Wn 

=号[…，，<t- t1) 一…"tJ
响应的振幅为

A ，， /xi+( 二)=号/2(1- cosωnt 1 ) 
飞也).. , 1飞

一 2FOJm 坠巳 -2ElnEL
一、-.…一‘…一

K 一一 2 K ~... T 

可见振幅与常力去除的时间 t1 有关。

当 t1 等于周期 T 时，A=O，系统就不振动了。当 t1 半个周期工时 ，A=号，系统振幅2 ~.~ ,. • K 

最大。且此时系统是在原平衡位置作自由振动，其响应如图 2-32(b) 。

• 
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2) 单位脉冲响应函数法

单位脉冲函数即 δ 函数，这是一个广义函数，有如下定义

ro ct 手 0)
δ(t) = 

∞ (t = 0) 

r:.ð( t)• 1 

上式即定义单位脉冲函数的冲量为一个单位，利用上述特性，我们可以定义一个发生在时刻

的单位脉冲函数

ro (t 芋 τ)
δ(t 一 τ)=

'∞ (t = r) 

f~δ(t一训工 1
所以一个连续的时间函数 fω有以下性质

f~ fω . ð(t 训 =fω

因为单位脉冲函数的冲量定义为1，故 mdv=l ，即 dv=去。

当 t二三τ 时，系统将作自由振动，仍按前式可得系统的响应为

x' = 1 e -,,(t-r) sinω'd(t-r) 
ω'dm 

(2-75) 

上式即为系统单位脉冲瞬态的响应方程，并记作 x = h(t - r) 0 h(t-r)即称为系统的单位

脉冲响应函数。系统若在 F( t)激振力作用下，在 t=r 时刻，产生的冲击输入为 f( t) • 

ð(t-r)dr = f( τ)命，系统的冲击响应则为 x=f(τ)dτ. h(t-r) ， 故欲求系统在时刻 t 的响

应，无疑应为 0→t 之间的冲击响应全部叠加，即

上式与(2-71)式一致。

2.3.3 频谱分析

1)傅立叶变换

x(t) = f: f(r) • h(t-r) 

=• 1 [" f( τ) e-"(t-r) sinω，d Ct -r)dτ 
ωdmJO 

(2一 76)

结构振动信号的分析可以在时间域内分析，也可以在频率域内分析。对于复杂振动，时

间域的描述往往不易全面地、深刻地反映振动的特点。例如不易看出振动含有哪些频率成

分、何种频率成分占优势、各种频率的振动能量分别是多少。这就需要将振动的时间历程变

换为在频率域描述的函数。把振动波形在频率域上分解为许多谐波分量，每一个谐波分量

可由其振动幅值和相位来表示。各次谐波按其频率高低依次排列起来，这样排列的各次谐

波的总体称为频谱。动态、信号中所含各次谐波幅度(振动幅值)的全体称为幅度谱或振幅

谱，它表示动态信号的幅值随频率的分布情况;各次谐波相位值的全体称为相位谱，它表示

相位移随频率的变化'情况;而表达各次谐波能量(或功率)的全体称为能量谱(功率谱)。

周期函数的频谱分析法是基于傅立叶级数，而非周期函数的频谱分析法则基于傅立叶
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积分法，两者统称为傅立叶变换。

把非周期函数看成一个周期趋向无穷大的周期函数，这样就可以借用周期函数的傅立

叶级数法来分析。

设有→周期函数斗(t) ，其周期为 T， 当 T→∞时，那么就有 Xp(t)y→∞ =X(t) 0 根据欧

拉公式，可将周期函数 Xp <t)的傅立叶级数写为复指数展开式

Xpω= 亏+ZW叫t + b"sinωo t) 

=~ a乌"
• 庐凡n _"血，川ω
一 • tρJV'

.......O. , r • t:-ρp..
...，

O 2v f±iJW 
1 rT/2 

式中 :Cpa= 土 Xþ (t )e-jnωo'dt (n =士1，土 2…)
1 J -T/2 

当 T→∞时，基频 ω。=字→0，傅立叶级数频谱线间距ω=(n十1)ω。 -nω。 =ω。→0 ，说
明随着周期的增大并趋向无穷，频谱线也越来越密，最后成为→条连续曲线。

现将两式合写成

与←

令 ω=nω。 =η 字，ω=ω'0-字，对上式求极限(T→∞)则有

式中:

Z圳(ωtο) = limxι台 (ωtο) = lim盯m 云+气 -1 r尸f Zι以台，，(仇←寸节讪川川2地叩ω
T-叩∞ P Th+∞二土 T们J f p 也

=去j二j二巾)产dr' 俨r也

=去j二汩ω)俨t也

xω =f二x(r)产dr

(2一 77)

(2一 78)

式(2一 78)称之为 X( t)的正傅立叶变换，式(2一77)为 X(ω)的逆傅立叶变换 ， X<t)与 X(ω)是
一变换偶对。而 X(ω)是频率的连续复变函数，故可以写成形式为

X(ω) = 1 X(ω) 1 efi
ω 

在振动信号分析中， 1 X(ω)1 称频谱密度函数，而 B(ω)称为相角频谱。
必须指出，由 1 X(ω)1 绘成的幅频曲线与周期信号的频谱曲线在物理概念上是有区别

的。周期信号频谱曲线是离散的，曲线高度代表谐波分量的幅值。而非周期信号的频谱是

连续的，其纵坐标并不表示谐波分量的幅值，而是代表频谱密度。但它在某一频率上的频谱

密度值的大小仍表示出它对信号的贡献大小，也就是说某种频率上的频谱密度值越大，那么

它在此频率上的能量也越大。频谱密度函数是单位频率上的振动量有效值的大小。

对于复杂振动信号的傅立叶频谱的应用越来越广泛。它可以用数值计算法也可用仪器

分析法得出，后者已得到极大的发展。随着频谱分析技术的发展，频谱一词有了更广泛的含

义，频谱分析包括自功率谱分析和互功率谱分析，倒频谱分析等。

2) 冲击谱

对于非周期激振的一个主要研究内容是冲击问题。由于冲击波形一般给不出函数表达
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式，需要用数字傅立叶变换(DFT)或快速傅立叶变换(FFT)进行分析。对冲击信号的频谱

称为冲击傅立叶频谱，也简称冲击频谱，甚至有的也简称冲击谱。但冲击谱一般包括冲击傅

立叶频谱和冲击响应谱。其中冲击傅立叶频谱仅是对冲击信号自身进行频谱分析的结果，

而冲击响应谱是指系统受一定的冲击作用时的响应峰值对应于该系统的固有频率的关系。

(有时也以对应于该系统的阻尼系数或相对阻尼系数来描述响应的峰值，则称为阻尼系数的

冲击响应谱)冲击响应谱又可分为 3 种。

(1)最大冲击响应谱:是在冲击激振函数作用下，系统的响应时间历程中的最大值与系

统的固有频率之间的关系。

(2) 冲击初始响应谱:是在冲击激振函数的持续时间内，系统的响应所出现的最大值与

系统的固有频率之间的关系。

(3) 冲击剩余响应谱:是在冲击激振函数作用终止之后，系统的响应时间历程出现的最

大值与系统的固有频率之间的关系 o

最大冲击响应谱是取初始响应谱与剩余响应谱之间的最大值组合而成的。在工程实际

中，多采用最大冲击响应谱。

冲击响应谱可以直接评定某种冲击作用对设备或构件所造成的影响，因此，它可以为冲

击的隔离设计及冲击环境模拟提供基本数据。但冲击响应谱已抛弃了冲击响应的相位信

息，冲击响应谱模拟是不可逆的，因为相同的冲击响应谱可以由不同的冲击信号来实现。

E例 2-8] 求元阻尼单自由度系统对图 2-33 所

示按直线上升的阶跃输入的冲击响应谱。

解:输入是一个有限时间的斜坡上升的阶跃输

入，可表达为

F(t) 
,, 

,, 
/ 

,, 
,, 

/ 
,, 

/ 
,, , L 

O Fa 

O 

F(t)= 
J..- Fo (。正 t~二 t 1 ) tl 飞飞 4

Fo (t二三 tl ) 

对于在 O~y:;;;'tl 的响应，可利用单位脉冲响应函

数 h{t)= 1 sinωnt 
nMJn 

VE 

f 
It 

图 2-33 斜坡上升阶跃激振力

rt Fo 1 
x (t)=I~vr 一-sin ω" 。→ r)dr

J 0 tl rr钮'n"

立
时=fG一古?)=XoG 一节严)

式中 tXo=言，静载时的变形 o
对于呐l 时的响应为 0→tl 连续斜坡函数的响应和从 tl 开始的阶跃函数的响应之叠

加。 0→tl 连续斜坡函数的响应为

且 (t)=[t1ElT土sinω (t 训
J 0 [1 rnw 
Fo ( 1 

=E (-7[dnωn([-tl) → smωntJ 十 cos 叫"一 tl ) 
豆、 \ W n1 l 
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从 tl 开始的阶跃函数的响应为

且 (t)= 去[1一…，， (t - tl 

故总的响应为

Fo r , sin ωJ sin ωn (t - tl ) l.J x (t) = Xl (t) + X2 (t)一一 I 1 一一一一 +~""''''~n''''' ....1/ 劝tl
KLω"t 1ωnt 1 J叮 i

现可以通过时间求导，求出最大振幅表达式

(J2(1-fsωn' l F)=1+V 
o I maxα!nt 1 

由上式可知，冲击响应的最大值与 ω，/1 是有关的。因 T=2主为系统的固有周期，所以
白J

问「于. 2π，所以上式为

豆豆 1 → 1+，.)2[1一叫π(号)]

/ t 、 - IKx、-将上式以(手)为横坐标， (FJ)mx为纵坐标，则可绘出如图 2-34 所示的冲击响应谱。

此例元冲击余谱，故此即为最大响应谱。由图中可看出，当 tl =0 时，输入便变成阶跃函数，
2F.。

可知能获得最大振幅为7ξ。当 tl <Þ3T ， 即加载时间大于系统的固有周期的 3 倍，所能达振

幅最大值就很小了，一般即可认为是静加载。

2.0 

(鲁L

1. 0 
0 1 2 

hω.t 

T 2 π 

图 2-34 冲击晌应谱

3 4 

一些典型的冲击函数，如矩形波冲击脉冲、简谐波冲击脉冲、三角形波冲击脉冲和阶跃

函数等各种冲击谱可在有关资料中查用。

2.4 单自由度系统振动理论的应用

2.4.1 振动的衰减与隔离措施

1)振动的隔离措施

机器设备运转时由于各种激振因素的存在，产生振动常常是不可避免的。激烈的振动
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对周围环境是极为有害的。采用有效的隔振措施是现代工业中日益受到人们重视的问皿。

隔振原理是按强迫振动理论采用具有合适弹簧刚度 K 和阻尼系数 C 的隔振器将设备与振

源隔离来减少振动的影响。

根据振源不同，分为两种隔振方式。

(1)主动隔振。如机器本身是振源，为减少它对周围的影响，可用隔振器使其与地基隔

离开，这种方式称主动隔振。隔振效果是用主动隔振系数平来表示，定义为

YJa 隔振后传到地基上的力
未隔振时传到地基上的力

如图 2-35 所示，机器设备简化为一质量块 m ，未隔振前

如图 2-35 中(的所示，作用于 m 上的力 F=Fosinwt 显然全

部传至地基上，其振幅即为 Fo 。若采用橡胶隔振器隔离，如

图中 (b)所示，隔振器弹性为 K ， 阻尼为 c ，则作用力 F 是通

过隔振器弹簧传一部分力至地基。即

F EBEE--' 

m 

F x 

c..... ...、 K

Fk = Kx = KBsin(ωt - ý;) 

另外通过阻尼传一部分力至地基，即

m 

, 

Fc = ci: = cBω叫ωtψ+ ~) 
(a) (b) 

固 2-35 主动隔振

这是两个同频率互相垂直的简谐力。合力的幅值为

FT =，JFL...x 十 nmax =v(KB)2 十 (ι丑ω )2 = B/K2丰C2W2 = KB/1 + (2~伊 )2

由式(2-49)可知

B= 
K/ (1- r)2 + (2&-)2 

F。

代入上式 Fr= F,'0/1 + (2.;r)2 

卒 v (1 -r)2 + (2.;r)2 

所以 肌 = ~T =) /1 1 十 (2伊)2 (2-79) 
'/a Fo 气/ (1 -r)2 十 (2~伊 )2

可见 YJa 与支承运动产生的强迫振动的放大因子卢完全→样。

(2) 被动隔振。如果振源是由地基传来，为减少地基振动的影响，也可采用隔振器将机

器设备与地基隔开，称为被动隔振。隔振效果用被动隔振系数砂来表示，定义为

一 隔振后机器的振幅
加一面主运动的振幅度

设地基运动为简谐振动 x，-αsin wt ，机器的振幅由式(2-62)可知为

B=a 1土旦主主
(1 -r)2 十 (2';;- )2 

所以

B / 1+ (2.9- )2 
市户 =; -V o 乒 )2+(29)2 (2一 80)

可见 YJþ 等于 YJa 0 现综合起来讨论，利用图 2-26 幅频响应曲线，可看出孕'如与频率比 r 的

关系，讨论如下:
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①只有当平'如均应小于 1 才可以获得隔振效果，由图 2-26 可知，只有当 r>J2时，平'
φ 才能小于1，起到隔振效果。可用隔振效率 ε 来表示隔振效果，比较直观。

ε 二(1 --7;)100% (2-81) 

E 表示隔离装置所隔离掉振动的百分率。

②当 r>5 ， 曲线呈水平，平'甲户为常数，即无限增大 r 并不能提高隔振效果，一般取 r 在

2. 5"--'5 之间即可。

①当 r>J言，平" 1jp 随阻尼系数E 增大而增大，即增大阻尼不仅不能提高隔振效果，反
而起相反作用。当忽略阻尼时，隔振系数又称传移系数

可=平二币ρ= 芦二 1 (2-81a) 

选用隔振器，必须计算隔振器的参数。通常首先要确定隔振系数的大小以及振源频率

范罔，然后可以求出频率比以及阻尼系数，最后可计算出隔振弹簧的刚度。

2) 振动衰减方法简述

为了使系统中出现的振动尽快地衰减，以避免或减少其不利影响，可以采用以下一些

方法。

(1)减少或消除振源的激振力。找出振动的根源，例如转子的质量偏心往往是引起振

动的根源，可以采取平衡措施来消除或减弱。

(2) 避免共振。设计机器设备或机械零件时，应使其固有频率与振源的频率相差较大.

不致发生共振。

(3) 适当增加系统的阻尼。利用阻尼来消耗振动的能量。可在一些较为复杂的振动系

统中常采用阻尼减振器，如液体阻尼减振器。或给构件施加某种外阻尼，如:①利用面间阻

尼(摩擦)。②在振动体表面喷(或涂、贴)一层具有高内耗的材料。③将构件做成"层状"

结构。

这方面的详细资料可参考有关文献。

2.4.2 转轴的临界转速

丁.程上大量采用转轴来传递运动，传递功率。转子上的旋转件若有偏心质量(因材质不

均匀、加工误差、装配误差等造成的)必然会产生离心惯性力而使轴呈弓状变形，这种现象称

为弓形回转。当转轴的转速达到某一值时，轴的动挠度将很大甚至导致轴被破坏，此时的转

速称为临界转速。下面我们就以转轴上仅一个盘形转动件为例讨论这种现象。为了略去自

重的影响，将转轴竖直放置，两端为简支，如图 2-36 所示。

y 

w 
y y 

O α'11 G x 
x x x 

(a) 无阻尼 (b) r< l (c) r= 1 (d) r> 1 

国 2-36 不同转速转子质心变化
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设圆盘形心为矿轴静止时的中心线为AB ，显然当静止时 ，AB 与圆盘的交点即为 0' 。

圆盘的质心为 G，质量为 m ，偏心距 e=o'C。当轴旋转后，由于离心惯性力作用，轴必然弯

曲变形，此时轴不仅自身在旋转，即圆盘绕0'的转动，还有弯曲了的轴绕 AB 中心线的转

动，这两种转动的角度并不一定相等，现在仅讨论最简单的情况，即两者均相等，设为 ω。现

建立以 AB 与圆盘交点O 为中心的直角坐标 xOy ， 如忽略阻尼，则轴的弯曲变形与圆盘的

转动无相角差，即图 2-36(a)所示。 dc 与。在同一直线上。若存在阻尼，则轴的弯曲变形

响应要滞后于运动，即0'点滞后于质心G，相角差为功，如图 2-36(b)所示。设轴的弹簧刚

度在 x ，y 方向均拙，由材料力学可知 K=哩，若因盘几何中心 U为坐标(x ， y) ， 此时

质心的坐标为

按牛顿运动定理可得

写成

-1 2 

XG .T 十 ecos wt 

YG = y+esinwt 

m 主2(X+ ecos wt) =~ K .T ~ ci: 

咕(y十出川) =~Ky ~cý 

mi+ ci: +K立 =meω2COS ωt 

mÿ+φ +Ky = meω2 sin wt 

这个方程式与偏心质量引起的强迫振动方程式一样，故直接可求解

.T = 旷2nnp/JMl J生--;c\
j (1 ~ r ) 2 + (2.;1-沪、~.，飞山W 电 1 ~r J 

y= r r
2 

一___"";...... f ..._.-t 一旷1 2生一}
j (1 ~r)2 十 (29)2UAU飞中 ‘自 1 ~r J 

轴的中点动挠度为 f=α1 /X2平37= E乒
J /(1 ~r)2十 (2~r)2

相角差 俨tgIA

(2-82) 

轴在旋转过程中其形心。'作半径为 f 的圆周运动，整个轴呈弓状变形，但并未发生振

动现象，故称为弓形回转。此时轴内并不产生交变应力，与轴在横向振动时会发生交变应力
是不同的。

下面根据图 2一 18 和图 2-19 幅频、相频响应曲线讨论。

(1)当 κ1 很小时，动挠度很小，且当 r<l 时，kf 。

(2) 当 r=l ， 即 ω=ωn 时，动挠度达最大值。 ωn 是指转轴在横向振动的固有频率。由

于转轴的离心惯性力对轴承会产生交变力，导致支承系统发生剧烈的振动现象，所以将这个
60w 

转速称为临界转速，即 n= ~ 2;" (rpm)必须注意临界转速产生的振动现象与共振是不同的概
念。同样，由于阻尼存在 ， r=l 时，动挠度并非最大值，如考虑一些其他因素，临界转速值并
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不等于固有频率，而是略有偏离。

当 r=l 时 ， iþ=号。

ω r>>l 时，子→1 ，即 Y=e 又根据相频响应曲线，当。1 时 ， iþ>号，若阻尼很小时，
沪+π ， tW重心 C落在αY之间，而 Y=e ，故 O点与 C 点便重合了，此时轴将绕圆盘质心旋

转，当高速旋转时轴能绕转盘的质心旋转这一现象称为自动对中，这时轴的运转平稳。在工

程中往往利用这一现象使转轴在远高于临界转速以上工作，称为超临界轴或柔'性轴。

由以上分析可知，临界转速是十分重要的，但转轴一般并非单圆盘，且也不是等直径轴，

准确计算转子临界转速比较复杂。

2.4.3 转子的平衡

旋转机械的转动部分即转子在运转时由于偏心质量会产生离心力，从而引起强烈振动。

为此必须在正式运转前采取措施，尽量减小转子的质量

偏心，消除其离心力作用，从而控制振动的振幅在允许

的范围内，这就是平衡。

如图 2-37 所示，一个总质量为 M的圆盘其质心与

转子旋转中心的距离(偏心距)为 e ，原始不平衡产生的

离心力为 F， !lll在相反方向上半径为二加一平衡质量m ，

它所产生的离心力为 F' ，如果 F= 7，则转子达到完

全平衡。即

F= FF= 儿命ω2 ---mrω2 

1)静平衡和动平衡

对于-个完全平衡的转子，力学上主要条件是转子

w 

列，
m 

固 2-37 转子平衡

上各部分质量在旋转时产生的离心惯'性力的合力和合力偶都应控制在允许的范围内。否则

便称为不平衡转子。若仅合力不平衡称静不平衡;若还包含合力偶不平衡则称动不平衡。

也有将合力为零而合力偶不为零的称为偶不平衡。下面简单介绍这两种不平衡转子的平衡
方法。

(1)静平衡。如图 2-38(a)所示，轴上仅有一个薄圆盘的转子，若薄圆盘有一偏心距为

e 的偏心质量m ，则旋转时产生一个不平衡的离心惯性力 F=meω2 ，它通过轴心，所以此转

子无合力偶，属于静不平衡。静平衡方法又称单平面平衡:可以将其置于两个完全平行的水

句句~

市咒 究只"

F二

(a) 单圆盘转子及静平衡 (b) 双圆盘转子

回去38 单圆盘转子和双圆盘转子
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平轨道上，如图 2-38(a)所示，利用重力作用找到偏心质量的位置，然后采用在偏心质量一

边减重或在对称中心的另一边配重，使转子能随意停留在任何一方位而不发生转动，就完成

了静平衡。但该方法不能直接测出不平衡量。

(2) 动平衡。如图 2-38(b)所示，轴上装有两个薄圆盘的转子，盘上各有一同样大小的

偏，心质量 m 和同样大小的偏心距 e ，其方位正相反。当轴旋转时将产生两个大小相等、方位

相反的离心惯性力 F=me，矿，故合力为零，但却产生了一个合力偶 M=凹，属于偶不平衡。

动不平衡是由静不平衡和偶不平衡叠加而成。动不平衡必须在两个以上的平面进行校正，

使其惯性力和惯性力偶均控制在允许范围，达到平衡。在实际生产中，平衡方法的选择原则
D __ _ _ I .......... ~~..l.L/.-

是当转子长度 l 与外径D 之比7二三5 时只需进行静平衡即可;否则要做动平衡。对于不平

衡量很大的大型转子零件，在做动平衡前应先做静平衡。

2) 转子的平衡精度等级

转子的不平衡是由离心力引起的，转速越高，离心力越大，在高转速下允许的不平衡程

度就越小。经过平衡后各种转子的允许残余不平衡量是根据平衡精度等级来要求的。平衡

精度等级 G 的定义为

G=e，ω (2-83) 

式中:后一一转子的平衡精度等级，单位 mm/s 。

t十一一转子的不平衡度，单位 mm[或 g. mm/(kg. 1000)J 。

旷一转子的旋转角速度，单位 r/s 。

平衡精度 G 的物理意义是转子质心线速度。显然，转子质心线速度越大，则转子的振

动也就越激烈。反之，转子质心线速度越小，则转子旋转也就越平稳。

表 2-1 备类刚性转子的平衡精度等级

平衡精度 eω 
转 子 类 型

等级 G [mm/sJ 

G4000 4000 刚性安装的具有奇数汽缸的慢速船用柴油机的曲轴传动装置

G1600 1600 刚性安装的大型两冲程发动机的曲轴传动装置

G630 630 
刚性安装的大型四冲程发动机的曲轴传动装置，弹性安装的船用柴油机的曲轴

传动装置

G250 250 刚性安装的高速四冲程柴油机的曲轴传动装置

G100 100 
具有 6 个或更多汽缸的高速柴油机的曲轴传动装置，汽车、卡车以及机车的发

动机

G40 40 
汽车轮胎、传动轴、刹车毅以及弹性安装的具有 6 个或更多汽缸的高速四冲程
的发动机(汽油机或柴油机)曲轴传动装置，汽车、卡车和机车的曲轴传动装置

G16 16 
具有特殊要求的传动轴(推进器、万向联轴节轴)，破碎机零件，农业机械零件，
有特殊要求的六缸或多缸发动机(汽车、机车的汽油机或柴油机〉曲轴

工作母机的零件，船舶主涡轮传动机构(商船用)，离心机载轮，风扇，组合式航

G6.3 6.3 空燃气轮转子，飞轮，泵式推进器，机床和普通机械零件，普通电机转子，具有特

殊要求的发动机
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续表 2-}

平衡精度 eω 
转 子 类 型

等级 G [mm/sJ 

G2.5 2. 5 
蒸汽涡轮机，包括船用(商船用)主要刚性涡轮发动机转子，机床传动装置，具有

特殊要求的中型和大型电机转子，小型电机转子，涡轮驱动泵

Gl 1 磁带记录仪和留声机传动装置，磨床传动装置.具有特殊要求的小型电机转子

GO.4 O. 4 精密磨床的传动轴，砂轮和电机转子，陀螺转子

国际标准化组织所制定的"刚性转子平衡精度"标准 IS01940 ，就是以 G来划分精度等

级的。 G 的范围从 0.16 mm/s 到 1 000 mm/s。共分 11 个等级，每个等级间按 2. 5 分隔。

例如，G值范围从 2.5 mm/s 到 6.3 mm/s，记为G6.3。表 2-1 给出了各种类型转子的平衡

精度等级，可供确定转子允许残余不平衡度时使用。如果确定了转子平衡精度等级 G，已知

工作转速 ω，就可以利用式(2-83)计算允许不平衡度 d 。

3) 刚性转子平衡

工作中的转子可分为刚性转子和挠性转子。转子在较低转速下运转时，如果工作转速

低于临界转速的 O. 6 倍，由离心力而产生的动挠度很小，这种转子称为刚性转子。刚性转子

因为不考虑挠曲变形，因而可以在一个或两个平衡校正面进行不平衡量的校正。这种平衡

方法，称为刚性转子平衡，也称低速动平衡。时用于一般电动机、鼓风机、水泵等的转子。

图 2-39 所示为转子动平衡实验装置，它包括转子实验台和动平衡仪仪器两部分，实验

台部分是电机、支撑和转子。测试仪器包括两个测振幅的涡流式位移传感器以及前置器，测

转速的光电传感器，动平衡分析仪等，为了测量转子不平衡矢量的相位，动平衡仪上须有键

相器信号输入。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

。 IXIII'ly

E二3
。 000 。

12 

图 2-39 刚性转子动平衡装置

1.轴承支座 2. 限位保护支座 3. 转盘 4. 转速传感器头 5. 测振传感器
6. 转轴 7. 传感器支座 8. 键相器 9. 电机 10. 调速器

11.前置器 12. 动平衡仪

常用的刚性转子的平衡方法是影响系数法，影响系数法认为:转子系统为一线性系统，

其上各不平衡量所产生的振动响应是可以进行线性叠加的。即振幅与激振力大小成正比，

与不平衡力之间的相位保持不变。单位不平衡量在振动测点处引起的振动响应称为影响系

• 
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数。应注意各振动量、不平衡量及校准量均为矢量，既有大小，又有方向。由于阻尼的存在，

振动与激振力之间存在相位差。

现以单平面的平衡为例:若转子某一平面上测得的原始振动

响应为儿，在该平面加一试重 P1 ， 加试重后在相同转速下同一测 A A, 

点的振动响应为瓦，则由试重 P1 引起的振动响应互2 为:互z -

(A 1 -Ao) ，见图 2-40 ，儿 -;.-P1 =K ， K 称为影响系数。它表示单位

不平衡量引起的振动响应。于是，为消除原始振动量互。，当校正

半径等于试重半径时，则加在校正面上的校正量 Po 为

Al 

图 2-40 平衡矢量图

Po =- Ao -;.- K =- Ao -;.- A 2 X P 1 (2-84) 

这样，就使转子获得了校正平衡。上式中负号表示校正量 Po 与原始不平衡力的方向

相反。

如果在两个校正面进行不平衡量的校正，即双面平衡，在两个面上的不平衡力影响系数

有 4 个:

Kl1一一表示 I 面上加单位试重在 I 面引起的振动响应， Kll (互 1 1 互10) -;，- P 1
K 1Z 表示 H 面上加单位试重在 I 面引起的振动响应 ， K 12 (互12 一互10)÷F2

K21一一-表示 I 面上加单位试重在 E 面引起的振动响应 ， KZ1 (互ZI 互zO)-;'-P 1
K22一一表示 H 面上加单位试重在 H 面引起的振动响应 ， K22 二(互22 一互zo)-;.-Pz

上式中 :AIO 、Azo 分别为 I. rr 两平面的原始不平衡振动量。

P1 、 Pz

All 、A 12

AZ1 、A Z2

分别为加在I. rr 两平面的试重。

I 平面分别加 P1 、 Pz 后引起的振动响应。

E平面分别加 P1 、 Pz 后引起的振动响应。

为平衡原始不平衡量应加在 I ， rr 两面的校正量 PIO 、 P20分别为
PlO二一 (Kl1 X AlO十 K12 X A zo ) 

PZO =- (KZ1 X AlO十 KZ2 XA zo ) 

加上后就实现了双面平衡。

(2-85) 

(2-86) 

但当转子转速提高，工作转速超过其-阶临界转速，转子因挠曲变形而产生的变形将增

大离心力的作用，而且挠曲变形随着转速的变化而变化，这时必须考虑动挠度的影响，这就

称为柔性平衡，也称高速动平衡。刚性转子的平衡方法就不再适用。具体方法可查看有关
资料。

2.4.4 振动机械的应用

虽然在很多情况下，振动是有危害的。但在某些场合，振动是有益的。利用振动可有效

地完成许多工艺过程，或提高某些机器的工作效率。近几十年来，应用振动原理而工作的机

械(简称振动机械)得到了迅速的发展，它们在矿山、冶金、建材、化工、电力等行业得到了广

泛的应用。例如，振动给料机、振动筛、振动球磨机、振动成型机、振动压路机等，它们在生产
中发挥了重要作用。

振动机械的优点是结构简单、制造容易、重量较轻、成本低、能耗小、安装方便、维修容易

等。某些振动机械也存在着振幅不够稳定、调整复杂、传给地基的振动较大、零部件工作寿
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命较短以及噪音较大等缺点。

振动机械通常由以下三部分组成:

(1)激振器。激振器产生周期变化的激振力，使工作机体产生持续的振动。常用的激

振器有惯性式激振器、弹性连杆式激振器、电磁式激振器、液压式或气动式激振器以及凸轮

式激振器等。

(2) 工作机体或平衡机体。如输送槽、筛箱、台面和平衡架体等。工作机体在激振器作

用下通常周期性运动。

(3) 弹性元件(弹簧)。包括隔振支撑弹簧和连杆弹簧。隔振支撑弹簧的作用是支承振

动机体，使机体实现所要求的振动并减小传给基础或结构架的动载荷;连杆弹簧的作用是传

递激振力。

振动机械按激振装置的类型可分为以下几种。

1)惯性式振动机

惯性式振动机工作简图如图 2-41 所示，它是由惯性激振器驱动。惯性激振器通常是由

偏心块、转轴、轴承和轴承座等所组成。工作机体的振动是由带有偏心块的转轴旋转时产生

的离心力引起的。目前得到了广泛的应用。例如，惯性振动筛、振动球磨机、振动成型机等。

惯性激振器可分为单轴式和双轴式两种。单轴式振动机由单轴惯性激振器、机体和带有隔

振弹簧的支撑或悬吊装置所组成。单轴式惯性激振器通常产生沿圆周方向变化的激振力。

所以机体通常做圆周运动或近似于圆形的椭圆运动。单轴式惯性振动机机体的振幅可按式
mBω2 ~mOω2 计算，即

式中 :B一一机体的振幅。

B ::::::::: mO e 
~、'"

m 

m-一一机体(包括内部物料)质量。

e 转子偏心质量偏心距。

mo一-偏心块质量。

ω一一转轴旋转角速度。

1 
2 

m4qc 

6 

(a) 振动机简图 (b) 单轴惯性式激振器

图 2-41 惯性式振动机

, 

4 

r々

-斗

(c) 双轴式惯性式激振器

1.激振器 2. 工作机体 3. 隔振弹簧 4. 偏心块 5. 主轴 6. 轴承

(2-87) 

双轴式惯性激振器的两轴通常作等速反向回转，如图 2-4 1( c) ，当两轴上的偏心块质量

反偏心距相等时，垂直方向产生的激振力相加，水平方向的激振力互相抵消。因此，双轴式
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惯性振动机的机体通常作直线振动。双轴式惯性振动机机体的振幅可按下式计算

式中 :mo一一每个转轴上偏心块质量。

B Ad2mot 
r、》， ----mm--

m 

/臼1/

(2-88) 

惯性式振动机在远离共振的状态下工作，转轴转速频率 ω 与系统的固有频率队，的频率

比 ， r>>2。即系统固有频率远小于工作频率，弹簧的刚度相对很小，保证了良好的隔振性能，

传给基础的动载荷很小。

2) 弹性连杆式振动机

弹性连杆式振动机工作简图如图 2-42(a)所示，弹性连杆激振器是由连杆及连杆端部

的弹簧所组成。工作机体借弹性连杆激起振动。长度较大的振动机通常采用弹性连杆式振

动机形式。

1 2 

岛
m 

4 3 

(a) 结构示意 (b) 力学模型

图 2-42 弹性连杆式振动机

1.工作机体 2. 连杆弹簧 3. 隔振弹簧 4. 连杆 5. 偏心轴

力学模型如图 2-42Cb)所示，据此可列出动力学方程

mf = d Kr 一走。 (:r - esinωt) 

整理后得

mf 十 c.i + (是十走。 ):r = 走otsirld

式中:走。→←→连杆弹簧刚度。

f一一偏心轴的偏心距。

m , c ，是等意义同前。

x 

(2-89) 

根据强迫振动理论可求得工作机体稳态振动的振幅

B 走。 r.'U- (2-90) 
Ck + ko) ,j (1 - r) 十 C 2&-)2 

弹性连杆式振动机的频率比，通常取 r=O. 75~0. 95 ，即该种振动机工作转速低于临界

转速，频率比 r 接近 1 ，在靠近共振状态下工作，以得到较大的振幅。

3) 电磁式振动机

它是由电磁激振器驱动的。电磁激振器是由铁芯、线圈及衔铁所组成。交变电流或脉

动电流通过线圈，使电磁铁产生周期变化的电磁吸力，从而使工作机体产生振动。振动实验

室多采用电磁振动试验台;工业中电磁振动给料机、电磁振动筛等，应用也较多。

的其他，振动机

它们由液压式激振器、凸轮式激振器或风动式激振器等驱动。
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2. 5 单自由度非线性系统振动简介

2.5.1 非线性振动的基本特性

前面介绍的动力计算中，其运动方程为

mi+c三十克T = F Ct) 

在这个方程中，惯性力、阻尼力和弹性力均为线性、常系数的。应用这个方程能够解决

许多实际的问题。但是机械系统振动问题中有许多现象无法用线性振动理论来解释。例

如，由于大位移而导致的几何非线性，或由于阻尼力、弹簧力的因素产生的物理非线性。这

类问题的运动方程是非线性的，故称为非线性振动问题。

引起非线性振动的原因很多，主要是非线性恢复力和非线性阻尼力所致。

非线性恢复力(弹性力)是指弹性元件材料的力与变形不成线性关系或由于几何构造原

因造成的恢复力与位移的关系不成线性。非线性阻尼力则说明某些振动系统中复杂的阻尼

不能通过前面所述简化方式线性化处理。

非线性振动有许多与线性振动完全不同的基本性质，现择要简单介绍如下 o

1)振动频率随振幅变化

恢复力为非线性时，系统的固有频率随振幅的大小而变化。这与线性系统固有频率仅

与系统参数有关的性质完全不同。如非线性弹性为硬弹性(弹性系数随位移增大而提高) , 

则频率随振幅增大而提高;反之，如为软弹性，则频率随振幅增大而减小。图 2-43 所示为非

线性弹簧的变形二恢复力关系和具有非线性恢复力系统的频率-振幅关系。

F 
硬弹性

线弹性
A 

硬
弹
性

x w 

O O 

(a) 恢复力与位移的关系 (b) 频率与振幅的关系

图 2-43 非线性弹簧的频率与振幅关系

2) 跳跃现象

具有非线性弹性的机械系统，在简谐激振强迫振动时，它的幅频曲线不同于线性系统。

曲线有向右(硬弹性时)或向左(软弹性时)弯曲的现象，如图 2-44 所示。

对线性系统而言，激振力幅值保持不变而逐渐改变激振力的频率时，不论是频率值由小

到大变化，还是由大到小变化，系统受迫振动幅值的变化都是连续的[见图 2-44(a)]。但

是，对于非线性系统，以硬弹性为例[见图 2-44(c汀，当激振力幅值不变而逐渐增加激振力

频率时，振幅也随着增大，在振幅增大到 G 点后，再增大频率则振幅将突然从 a 点降到 b 点，

发生一个突变。如频率是从高频向低频变化，则振幅变化将沿 bc 到达 C 点，再继续减低频
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率，则振幅又将从 c 点升到 d 点，又发生一次突变，然后再随频率的减小而趋向于静位移值。

对于软弹性的非线性系统，也会发生类似的现象。

A A 
A 

O w O w 

(a) 线弹性 <b) 软弹性 (c) 硬弹性

图 2-44 非线性弹簧系统的幅频曲线

非线性受迫振动中振幅随激振力频率变化而发生的这种突变现象称为跳跃现象。在激

振频率由小到大渐变和由大到小渐变时，振幅变化的过程不相同。这些现象在线性振动系

统中是不会发生的。

3) 次谐振动和超谐振动

一个线性的机械系统，在简谐激振力 Fsinwt 的作用下，它的受迫振动仅包含频率为 ω

的谐波响应。当激振力频率 ω接近系统固有频率ω" 时，系统只出现与干扰力频率相同的共

振。但对于非线性机械系统而言，情况就不同，在简谐力 Fsin wt 作用下，系统的受迫振动

不仅包含频率为 ω 的谐波响应，还会有频率为坐的次谐波响应和频率为 ηω 的超谐波响应
n 

(n 为正整数)。系统中究竟会发生哪些次谐振动和超谐振动，要视具体条件而定。由于次

谐和超谐振动的存在，非线性系统中除了会发生激振频率 ω接近于系统固有频率ω" 的谐波

共振外，还会发生阳的超谐共振或旦的次谐共振。因此，非线性系统的响应频率数目超过
n 

了系统的自由度数目，较之线性系统有更多的发生共振的可能性。

的组合频率振动

非线性系统受到两个以上频率简谐力激振时，会产生组合频率的受迫振动。设系统受

到两个简谐干扰力 F1 sinω1 t 和 F2 sinω2 t 的作用，则系统不仅可能有频率为 ω1 ， ω2' nω1 , 

灿，以及亏，亏的受迫振动响应，还会出现频率为阳1土问2 组合频率振动，其中 m 和 n 为

正整数。

5) 叠加原理不适用

线性系统中可用叠加原理处理问题，即系统在多个激振力作用下的响应可认为是各个
激振力单独作用下系统响应的叠加。

由非线性系统的组合频率振动现象可知，对于非线性系统而言，叠加原理已不再适用。

求非线性系统的全解不能像求线性系统的全解那样，由求得的各个特解叠加而成。系统对

多个激振的响应并不是简单地对每个激振响应的叠加，而是对这些激振的综合响应。这种
情况使得寻求非线性系统的全解变得十分复杂。

6) 有多个平衡位直

一般地说，线性系统仅有一个平衡位置，而非线性系统可以有多个平衡位置。
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7) 具有负刚度和负阻尼

在线性系统中，刚度和阻尼都是正的，但是在非线性系统中可以存在负刚度和负阻尼的

情况。

2.5.2 非线性振动的分析方法

分析非线性振动常用的方法，大致可分为定性法和定量法两种。定性法是研究方程解

的存在性、唯一性及解的周期性和稳定性等。定量法是通过解析方法或数值计算方法，求得

系统运动的定量结果。到目前为止，还没有一个能求解各种非线性微分方程的普遍方法，除

了极少数非线性振动问题可以求得精确解外，大多数问题只能根据问题本身的特点，采用各

种近似的方法求解。

求近似解的解析方法有:等效线性化法、小参数法、多尺度法、渐进法、平均法等。

数值方法有:迭代法、变分法、有限元法、数值积分法等。

上述各种方法详细可参看有关非线性振动专门著作。

下面简要介绍几种常用的方法。

1)小参数法

小参数法又称摄动法，它适用于求弱非线性系统的周期解，即用于求下列形式运动微分

方程的周期解

f+dz=ε. f(x ， 元，t)

式中:了( x. 元 .t) x ，i: .t 的非线性函数，ε 为小参数。

用 E 的幕函数形式求这一方程的周期解，将解和频率展开为级数

x = Xo +U1 +矿工2+ …

(2-91) 

ω=ω。 +ωl 十E2ω2+ … (2-92)

将该式代入式(2-91)使方程两端小参数 ε 的同次幕的系数相等，可以求得一组线性微分方

程，利用初始条件，依次解各个线性微分方程，可得出待定函数岛，町 • X2 … ;ω。， ω1 ， ω2 … 

再代回式(2-92) ，就得到非线性微分方程的解和频率的近似值。一般级数解取到 En 为止
时，称为第 n 次近似解。

【例 2-9】 求微分方程 f十 x = E(l - X2 )元的二次近似周期解 .E 为小参数，远小于 l 。

解:将解和频率展开 E 的幕级数，取到矿为止

x = Xo +U1 +E2 Xz ω=ω。 +ω1+ε2ω2 • 

显然， ω。 =1=ω ωj -EZω2 

将(a)式代入微分，可得

(Xo +Ü1 +E2XZ) + (ω 一 ω1 一 ε2ω2)2 (xo + U1 + ε2 X2) 

= E[l- (xo 十 Uj 十 E2
X2 )2J( i:O 十 dl 十 ε2￡2)

(a) 

(b) 

从上式中略去 E2 以上的项，根据等式两边 E 同次罪系数应相等的原则，可得以下微分方程
εozJEo+ 矿工。 =0

El:JEI 十旷工1 = (l - x5 )i;o + 2恤)jXO

ε2:fz 十矿工2 二(l - x6 )i; j + 2αW1X1 + 2ωIZIJEo 
设初始条件为 t=O 时 ， X(O) =A ， 烈的= 0，则有
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工o (0) = A , Xl (0) = 0 , X2 (0) = 0; 兰。 (0) = 0 , Xl (0) = 0 , 二击z (0) = 0 

现依次求各线性微分方程，先解方程无。十矿工。 =0 代入初始条件得方程解为

/ω/ 

Xo = Acosωt (c) 

再解方程去1+旷工1= (l -XÕ)元。十 2αXlJ l Xo ， 将 (b)式代入，经三角函数变换，可得

无l 十矿工I=Aω[(N -1) -0. 75NJsinwt +2ωlAcos wt + O. 25A2wsin 3wt 

由于求的是周期解， sm wt , cos wt 前的系数应为零，因而得到

A = 2 ， ωJ=O 

原方程简化为 无1+旷工1ωsin 3wt 

代人初始条件后该方程的解为

Xl 丁Lωsin wt - sin 3wt ) 
吐血J

最后解方程 JL 十旷工2 二 (1 -X6 )Xl 十 2ωl Xj 十 2ωIII Jfo 

将(c) 、 (d) 、( e)代入上式，并经过三角函数运算，可得

JL 十旷工2 = (0.25 + 4ω)2 )cos wt - 1. 5cos 3ωt + 1. 25cos 5ωt 

利用周期解的条件， cos wt 的系数应等于零，由此得

ω2 = - 0.0625ω1 

原方程简化为 ι 十旷工2 一1. 5cos 3wt 十1. 25cos 5wt 

代入初始条件后的解为

13 
=一一一τcoswt 一τcos 3ωt+ 一一τcos 5ωt 

96ω，，--- -- 16ω" --- --- , 96ω臼

所以，方程的二次近似解为

X= 工。 +Uj+ε1: 2

( d) 

( e) 

(f) 

(g) 

= 2coswt 十乒 (3sinwt - sin 3ωt) 羔τ(13cos wt + 18cos 3ωt - 5cos 5ωt) 
吐血J

ω=ω。 +ω1 +ê2ωz = 1- 0.0625ω1 
2) 数值积分法

非线性系统动力计算普遍适用的有效方法是逐步积分法。此法将计算时间划分为许多

微小相等的时间段 b.t。因 b.t 很小，可以认为在每- b.t 内，加速度 X( t)和载荷 F(t)的变化

是线性的，阻尼系数 C 和劲度系数 h 为常量，这样可在每一 b.t 内按线性系统计算其响应。

这样就把一个非线性系统的动力计算简化为一系列逐步变化的线性系统动力计算。

逐步积分法和解析方法相比，它的特点是不需要求系统的自振频率，直接计算系统各个

时段的响应。它也不受荷载的复杂性和系统是否非线性的影响。

(1)增量运动方程式。已知系统的弹簧力 F，、阻尼力 Fd 和载荷 F(t) 的变化规律如图

2-45(a) 、 (b) 、 (c)所示。系统质量 m 为常数，则惯性力 Fi 为线性，系统在 t 与 t十 b.t 时刻的

运动方程分别为

式中各增量

b.Fi (t) + b.Fd (t) + b.F， (t) 十 b.F( t) = 0 

b.F i (t) = Fi (t + b.t) - Fi (t) =- m主'(t 十b.t) + m:i(t) =- m:i(t) 

b.F , (t) = F , (t + b.t) - F, (t) = 是 (t + b.t )x (t 十b.t) + k (t)x(t) 

b.Fd(t) = Fd Ct+b.t) -Fd(t) =-c(t+ b.t )X(t+b.t) +c(t)X(t) 

b.F(t) 二 F(t + b.t) - F (t) 

(2-93) 
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F, .瓦 (I+ßI)

。

ßF, (t) 

瓦 (1)

ßx (r) 

x(l) x {t+ßI) 

(a) 弹簧力曲线

x 
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F，牟 l

F ,(r+ßf) .. 

ßX(I) 

。
士(r) X(f+ßI) 

(b) 阻尼力曲线

x 

回去45 弹簧力、阻尼力和荷载曲线

F(fH 
F {t+ßf) • 

。

ßf 

1 1十ßf

( c) 荷载曲线

其中，载荷增量 b.F(t) 由给出的荷载确定，其余 3 个力的增量都和运动情况有关。

x 

假设在 b.t 时段内，是和 c 均为常数，且等于该时段开始时的走和 c ，即在图 2-45(a) 、 (b)

f dF, \/ • , _ f dF d \ 
中分别取走(的(石 )t ， c( t)=(忑)则该时段弹簧力 F，、阻尼力凡分别为

b.F, (t) =- k( t) 6.x(t) ，b.Fd (t) 与- c( t) t::..i( t) 

式(2-93)增量型运动方程可改为

mf:::..圭 (t) 十 c (t)t::..i(t) + 走 (t) 6.xCt) = b.F( t) (2-94) 

式中: 6.x(t), t::..i(t), hl(t)分别为时段 b.t 的位移增量、速度增量和加速度增量。

(2) 逐步积分。设在每个时段 b.t 内，加速度呈直线变化，如 X 

图 2-46 所示，即

Ï(t + b.t) - .T( t) Ï(t 十 r) = Ï(t) +...<,. I ~~I .L U/ r 
ðt 

王 (I+ßI)

-"(1+τ} 

对 τ 积分，到 t+τ 时刻的速度和位移分别为

J'i: (t 十 b.t) - Ï (t ) r 2 
.t( t+r) = 无(t)r十亏+C

。 r T 
1 _1_ 'ßI 

l I Ï(t + b.t) - Ï( t) r 3 

x (t 十 r) = Ï (t) τ+一一一一 +Cr+D 图 2-46 At内加速度线性变化
6 ' b.t 6 

用 r=O 时刻的条件可以求得积分常数， C =丘。， D = x( t) ，将此 C、D 代回，并令 r= b.t ，

则得 t+b.t 时刻的速度和位移

由此得:

速度增量

Z (t)十元(t + b.t ) • .i(t+b.t) = .iCt) +"'<'"1 I .L

2
'" I ~<I • A 

工(t+ b.t) = x(t 

J'i:(t) + Ï Ct + b.t ) . t::..i(t) = 元(t+At)JfU)=2·A

位移增量 6.x(t) = x(t + b.t) - x(t) = .i(ω+的)十:(t 十 b.t) • b.t 2 

应用圭(t + b.t) = Ï (t) + hl(t)关系从上面两式中消去去。 + b.t) 得



第 2章单自由度系统的振动

ð.Ht) →(川+的)字

ðx(川(ωωt) =.H汕(tωt

将此式代入速度增量表达式，得

ð.H t) =主ðx(t) 一川)一字。)
将式(2-47) 、 (2-48)代入运动方程式(2-46) ，可得

是 (t) ðy(t) = ðF( t) 

式中 : k (t)一一等效刚度。

ðF (t) 等效荷载增量。它们分别为

/出7/

(2-95) 

(2-96) 

(2-97) 

3 
是(t)=是(t) + -:-'飞m 十 c(t) (2-98) ðt" , ðt 

ðF( t) = ðF( t) +ml乌(t) +3无(t) l+ c( t) 13元(t)十字去(t)丁 (2-99) L ð.t-- ,- F ~~ ,,- ~ J '" "'" ~ I ................. - , 2 ........"..." 

(3) 计算步骤。进行某时段 ðt 计算时，要先知道前一时段末的速度和位移，对于第一

个时段的计算，则需知初始条件工(0)和 i: (0) 。根据上面导出的公式可以逐个时段计算，步
骤如下:

①由已知的速度和位移及给定的系统非线性特性，找出本时段的刚度系数是(t)和阻尼

系数 c(t) ，并求出弹簧力 F，( t) =- k (t)x(t) 和阻尼力 Fd( t) =- c(t)X(t) 。

②由运动方程求初始加速度

元。)=去[Fω 十 Fd( t) +F, (t) 

③计算等效荷载增量 AF(t)稍等效劲度系数豆(t) 。
④解出位移增量 ðx( t)和速度增量 M(t) 。

⑤最后求出本时段结束时刻的速度和位移

i: (t + ðt) = i:(t) + M (t) x(t + ðO = x (t) + ðx(t) 

连续应用上述步骤，可以求出各个时段的位移、速度和加速度。

为了保证计算结果有一定的精确程度，往往要把时段分得很小，通常 ðt 要求小于系统

ðt ~ 1 
自振周期的十分之一，即于〈币。因此，逐步积分法的计算工作量是比较大的，目前一般编

制程序用计算机进行计算。

习题与思考题

2. 1 当结构弹簧刚度增大或质量减小，则固有频率会发生什么变化?
2. 2 有阻尼系统的自由振动与无阻尼时相比，有哪些变化?
2. 3 单自由度系统强迫振动，当激振力频率约等于系统的固有频率时，激振与响应的

相位角为多大?主要由哪种响应力平衡激振力?当激振力频率远高于系统的固有频率时或
远低于固有频率时呢?
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2. 4 自由振动的初相位由哪些因素决定?强迫振动的相位差由哪些因素决定?

2. 5 强迫振动中，振幅的大小与哪些因素有关?

2. 6 何为主动隔振?何为被动隔振?为提高隔振器的隔振效果，应怎样选取隔振器的

弹簧刚度?

2. 7 机械系统的动态特性可用激振力与响应的关系来表示，激振力比响应叫什么?

2.8 周期信号与随机信号的频谱各有哪些主要特点?

2. 9 什么叫转子临界转速?发生临界转速时，转子系统受到损伤的主要是哪个部位?

2.10 习题图 2-1 所示结构，已知 Kj=2K ，ι =K.求该结构的固有频率儿。

Kl 

K2 

m 

x 

习题图 2-1 习题图 2-2

2. 11 一质量为 m 的小车在斜面上自高 h 处滑下，与缓冲器相撞后，随同缓冲器弹簧

→起作自由振动，弹簧刚度为 ι斜面倾角为 α，小车与斜面之间的摩擦力忽略不计，如习题

图 2一2 所示。求小车的振动周期和振幅。

2. 12 已知单自由度系统质量 m=800 kg，弹簧刚度K= 100 kN/m，阻尼比 ~=O. 05 , 

xo=5 cm ,x=3 cm/s。求:①系统的固有圆频率;②系统位移振动表达式。

2. 13 单自由度系统，已知质量 m=9. OX 104 kg，使之产生侧移 3.05 cm 时突然释放，

经 t=O. 64 s 振动一全周返回时测得最大侧移为 2. 18 cm，试求:①系统的阻尼比&⑦系统

的自振频率;③系统的刚度 K;④写出振动位移方程式并写出 t= l， 2 s 时的振动位移。

2. 14 一有阻尼弹簧质量系统，其固有圆频率为 1，， =4 Hz，弹簧刚度为是=3 kg/cm 黠

性阻尼系数 c= l， 5 kg • s/cm。求在外力 F=2cos 3 t kg 作用下的稳态振动振幅和相位角。

2. 15 习题图 2一3 所示精密仪器质量 m=400 kg，用弹簧与地面相连，现基础以 15 Hz 

的频率作竖向简谐振动，振幅为1. 5 cm，为使仪器的振幅小于 O. 25 cm，试求弹簧的刚度，不

考虑阻尼。

F 

-十 』句。

m 

O T T 2T I 
2 

习题图 2-3 习题图 2-4

2. 16 求单自由度系统在图 2-4 所示周期激振力作用下其稳态振动的响应，不考虑
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阻尼。

2. 17 求单自由度系统在图 2-5 所示激振力作用下的

响应，不考虑阻尼。

2. 18 某汽轮机转速为 6 000 r/min，平衡精度应归属

G2. 5 ，请计算其容许最大质量偏心距 E 为多少 μm。

f 

Fo 

O 

/侣。/

10 t 

习题图 2-5
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第 3 二自由度系统振动的理论与应用

3. 1 二自由度系统振动的运动方程

较为复杂的机械系统，用单自由度的模型往往不能得到满意的结果，必须采用比较

复杂的多自由度系统或无限多自由度系统的模型。多自由度系统的自由振动是由多种

频率的简谐波组合成的复合运动。这种系统在强迫振动时，只要激振频率与固有频率之

一接近，就可能产生共振。二自由度系统是最简单的多自由度系统，它是分析多自由度

系统的基础。

二自由度系统需用两个独立坐标才能完全确定系统在空间的几何位置。图 3-1 是二自

由度系统的几个例子，其中 (a)为双质量弹簧系统，表示在一定条件下车辆的前部或后部，

叫为车身 ， m2 为车轿，走1 为悬架刚度，而是2 是轮胎的刚度，两个独立坐标矶和工2 可完全

确定系统在空间的几何位置;(b)虽然是单质量弹簧系统，但是它既有在上下运动，还有在

绕质心 C 的转动，因此需用 Z 和 0 两个独立坐标来描述; (c)是扭振系统，扭轴轴心在纸面

内，其扭转刚度分别为是tl 和 kt2 ， 圆盘 [1 和 [2 垂直于扭轴轴线，两圆盘绕扭轴线作扭转振

动，用。和 82 来描述，因而它也是二自由度系统。

m, 
[二二丁岗三二13。

k, x, 
X I : 

m, m ' c Ic 
。1

k, x, 
k, h Ka ι2 

L 

(a) 车身和车轿模型 (b) 车身振动模型 (c) 扭轴

图 3-1 二自由度系统示例

图 3-2 所示为有阻尼的双质量弹簧系统，质量 m] 和 m 在水平方向用刚度分别为是1

和 b 的弹簧连接起来，阻尼器 Cl 和 C2 如弹簧一样连接在两质量上，也和 Cl 另一端与支承

连接;随时间变化的激振力 F1 (t)和 F2 (t)分别作用在 ml 和 m2 上;两个质量块只限于沿水

平光滑平面作往复直线运动。以静平衡位置坐标原点，两个独立坐标分别为 X] 和巧。对

两质量块的振动过程中任一瞬时取分离体，并对每一质量块应用牛顿第二运动定律，可得如

下两个方程

m]Xl = F] (t) - C] 元1 -k]Xl +C2(X2 -Xl) 十走Z (XZ - Xl) 
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mzxz = Fz (t) - Cz (在 - Xl ) - k z (XZ - Xl) 

五十 (Cl +CZ)Xl -CZXZ + (是 1 +kZ)Xl-kzXz = Fj (t) 
经整理后得 {"~1~1 ''"'1 ....，~ "~I ~L~ L. ""'1 .....:: ~""""l~ ~ ...."........L. .... .1 ,-,.. (3- 1) 

mz工z - CZXj + CzXz - k ZXl + kzxz = Fz (t) 

上述方程组(3一1)即是图 3-2 所示二自

由度系统的振动微分方程组，组成方程组的

两个微分方程都不是独立的，它们各自都包

含着两个变量及其一、二阶导数，不能每个方

程单独求解。

k1 

Fl (t) 
h 

F2(t) 
• 

ffll ffl2 

Xl 

现将(3-1)式用矩阵形式表示为
Fl {t) 

k!Xl 飞之(x2-Xl)
F2 (t) 

[M]{x} + [C] {i;} + [K]{x} = {F( t)} C山 I ffll I C2 (X2-Xl) I ffl2 

(3-2) 图 3-2 有阻尼双质量弹簧系统
式中: [M]一一系统的质量矩阵。

[C]一一系统的阻尼矩阵。

[K]一一一系统的刚度矩阵。

{X}一一系统的位移列阵。

{i;}{到一一位移的一、二阶导数列阵。

{F(t) }一一系统的激振力列阵。

图 3-2 所示系统各矩阵具体形式如下

[M] = 
η111 mlZ 

mZl mZZ 

[C] = Cll 
C1Z 

CZl CZ2 

[K] = I~ll 走 12

是 21 k 22 

mj 0 

o mZ 

Cl 十 Cz - Cz 

一- C2 C2 

k1 + k2 - kz 

走2 是2

{X}=!Xl 
工2

Xl 
,{i;}= {.­

X2 
, 

iXl) ，~，" iF1(t) 
{X}= {-}, {FCt)} = 

x2 J- lF2 ( t) 

在弹性系统微幅振动中，刚度矩阵 [K] 总是对称的，即永远存在 kzy=kya 。

• 

• 

X2 

对于同一系统，当采用不同的独立坐标来描述时，其[M] ， [C] 、 [K]矩阵中的元素是不

同的，但不影响系统的固有特性，系统的固有频率与坐标的选取无关，一定的系统其固有频
率是一定的。

3.2 无阻尼二自由度系统的振动

3.2.1 无阻尼二自由度系统的自由振动

研究自由振动的目的主要是求系统的固有频率。而系统的固有频率与系统的自由度数

• 
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一一一一
是一致的，故二自由度系统有两个固有频率，

研究二自由度系统的自由振动还有一个目的

是求解系统的主振型，即系统的振动形式。

k.x. 
m. 

h 
m2 

x. 

k2 U2-X.) 
m2 

图 3-3 所示为无阻尼双质量弹簧系统自

由振动的力学模型，取静平衡位置为坐标原

点，用 X1 和工2 两个独立坐标来描述系统的

运动。对振动过程中任何一瞬时的 m1 和 m2

取分离体，应用牛顿运动定律，可得其运动方

程为其用具体的矩阵形式表示的微分方程为

图 3-3 无阻尼双质量弹簧系统

m1 0 l (.i'1) . r是 1 + k 2 - k 2 l (X1 

o m2Jl .i2J. L →走2 也..J lX2 

方程组(3-3)为二阶常系数线性齐次微分方程组，设其一组解为

O 

O 

X2 

(3-3) 

a X1 = A 1 sin (ω"t + 9口) (a) 

工2 = Azsin (w"t+ 'P) (b) 

式(a)和式(b)意味着两个质量块均服从具有相同频率胁和相同相角 ψ 的同步谐振，式中

A1 和 A2 分别为质量 m1 和 m2 的振幅，现将所设解 (a)式 (b)式及其二阶导数代入方程

(3-3) ，并消去 sin (Wnt + ψ) 可得

k 11 k 12 l (A1 O A 1 21 m1 
k21 是22 J l A 2 jω" o m2 J lA2 

或写成更一般的形式

([K] ω~[M]){A} = {O} 

式中: {A}一一一振幅列阵。

将(3-5)式写成展开形式

k 11 - m1W~ 

走21

k 12 l (A1 

k 22 -m2ωi 」 lA2

O 

O 

O 

O 
(3-4) 

(3-5) 

(3-6) 

振幅向量不能全等于零，则(3-6)式成立的条件振幅向量列阵的系数矩阵行列式应等

于零，即

k 12 是1Imld

k 21 k 22 - m2W;' 

方程(3-7)称为特征方程。展开此行列式得

=0 

(k 11 
- m1W;')(是Z2 -m2w~)-kr2 = 0 

m1 m 2 (ω;. ) 2 一 (m1 k22 + m2 k ll )ω;.+ 是11 是22 - kT2 = 0 

(3-7) 

(c) 

这个特征方程为4 的二次方程。其根称为系统的特征值，即系统的固有频率的平方。

应用代数中的二次公式求解方程(c) ，得

2 一 -b 土/b2 -4ac 
ωn1. 2 一 2a

式中: a = m1m2 , b =一 (m1 k2Z +m2kll) ,C = 是11 k 2Z - kr2 = I K I 

(3-8) 

就其物理性质而言， 41 ，ω主必定是正的，另外'一 4ac 的展开式总是正的，故41 和 42



/侃'3/二自由度系统振动的理论与应用第 3 章
τ丁丁ZJZZ 二

是两个实数根。现规定:若 ω.1 <ω.2 ， ω.1 称为第一阶固有频率，也称基频 ;Wn2 称为第二阶固
有频率。显然，二自由度系统共有两个固有频率，且固有频率同样取决于系统本身的物理性

质(mi , Ki , i = 1 ， 2) 。

如果行列式 I K I 不是负的，必然 o < j b2 
- 4ac < b ，将 ω21 和 42 代入(3-6) 式，可知:

不能求得振幅 Al 和 Az 确定值，但可得对应于 41 和 42 的两个振幅的比值，称为振幅比。振

幅比决定了振动的振型。振幅比的表达式如下:

Aij) 走 12 走22-dlm2
rl 巫订=走II - W~l ml - k21 

A (2) - k 12 k22 ωLm2 
r2 巫五 kll - W~2ml - k 21 

式中 Aij) 是 ml 的运动中由 ω，， 1 这个简谐运动产生的振幅dil) 是 m2 的运动中由叫1产生的
振幅;同样 Ai2 ) 和 A~2) 是分别在 ml 和 m2 的运动中由 ωd这个简谐运动产生的振幅。 rl 称

为第一振型或称第一主振型 ， r2 称为第二振型或第二主振型。系统的固有圆频率由式

(3-8)按 ω，， 1 <<ω，，2 的方式给出，ω，， 1 为第一振型的圆频率，阳为第二振型的圆频率。

E例 3-1】 求图 3-3 所示系统的固有圆频率和振型。设系统的 ml = m2 = m ， k l 是2

=k 。

解:由方程(3-3)得其运动方程为

XI I . 

X2 i 
. 

L- k k J l X2 

即 走II 岛 ， k 12 是 21 一是，走22 走 ， a = m 2 ,b =- 3mk ,C = 是2

应用式(3-8)可求得

(3一 9a)

(3-9b) 

O Xl 走2k O m 

O m O 

2 3mk 一、 9m2 是2 _ 4m2k2 
ronl-v n 。 =0.382-

~m- m 

2 3mk +v' 9m2 k2 - 4m2 是2

ωh2=V A?=2.618一
Lηrηz 

将ω:1和 ω32分别代入(3-9a)式和(3-9b)式，即得一、二阶振型

-Ajl)
•

2 -1+ /5 rj = A~j) 
1 +/5一亏一二

0.618第一振型

A(2) 2 -l-J可
=一一一」三=- 0.618 r2 - A~2) 1-万 2

图 3一4(a)表示两个质量按 ω'.1振动的振型图，两个质量块同向运动;图 3-4(b)表示两个

质量按 ω，，2振动的振型图，两个质量按反向运动。上述两种振型中的振幅，都是以第二个质

量的运动为参照。

第二振型

m2 
h 

r, 

时

∞
【
由.
o

r, 

(b) 第二振型(a) 第一振型

无阻尼二自由度系统图 3-4
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从振型图中可见，系统具有两种可能的同步运动，每一同步运动对应一个固有频率，系

统在→般情况下的运动则是两种同步运动的叠加，即

XJ = AjD sin (ω'nl t + 伊1 ) + Ai
2l sin (ωnz t + Ç02) 

工2 = Apl sin (ω'nl t 十伊1 )十 Af2l sin (ωn2 t+ ψ2) 

或

Xl = r 1AfD sin (ωnl t + 伊1 ) + r2Af2) sin (ω7l2 t + 于在)

X2 = A~\) sin (ω711 t + 伊1) + A~2) sin (W,l2 t 

或写成矩阵形式

/ 
r2l r A~!) sin ((的lt+ 伊1 ) 

{x} = 
L 1 1 J lA~2) sin (ω7l2 t + Ç02) 

(3-10) 

1 1 
称为振型矩阵，展开(3-10)式，得式中 z

rl r2 

工1 = rl (Cl COSωnl t + C2 sin ωnl t) 十 η(C3COSω川十Q sin ωn2 t ) 

X2 = CICOS ω"lt + c2 sin ωnlt + C3COSω，，2t + C4 sin ω，，2 t 

式。一11) 中 Cl 、 C2 、 C3 及 C4 4 个常量，决定于两个坐标的初始位移和初始速度。设 t=O

(3-1 1) 

时，zl=ZIHZ2=Z20 ，￡I=f川在 =fm ，则从(3-11)式可求得

Cl 
XIO 、一 rZX20 x '10 - r2 X 30 
一一一一-一一-一一-一 ， C2 

rl - r2 ω，， 1 (r1 - r2) 

一
­

C rl X 20 - XIO 一 rl X20 一- X lO , q - /、
rl 一- r2 臼}n2 ~r1 - r2) 

(3一 12)

将 C1 、 C2 、 C3 及"代入(3-11)式中，即得双质量弹簧系统在上述初始干扰下的响应。
归纳起来，固有振型按(a)式和(b)式的形式假设，可使齐次微分方程(3-3)变换为一个

代数方程组(3-5) ，令振幅系数矩阵的行列式等于零，就可得到特征方程并求出固有频率与

振型，最后利用初始条件求出 4 个常数，则系统的总响应就确定了。

E例 3-2】 设例 3-1 系统的初始条件为 t = O , X lO = X20 = 1 ， xlO 圭20 = 0 ，求该系统
在初始条件下的响应。

解 z 已求得该系统的固有频率为

W;'1 = O. 382 主 'W;'2 = 2. 618 主
m ηz 

一、二阶振型分别为

r1 = o. 618 , rz =-1. 618 

由 (3一 12)求得

Cl = 1. 171, c2 = 0 ,C3 =-0. 171 ,c4 = 0 

将求得的常数代入(3-11)式，得系统的响应为

X1 r1C1 COS ωnl t + r2C3 COSωn2t = O. 724cosω'，， 1 t 十 0.277cosω，，2 t 

X2 Cl COS ωnl t 十 C3COSωnZt = 1. 171cosωnlt-0. 171 cos ωn2 t 
在此情况下，系统的响应只有余弦项，如果初始位移为零，而初始速度为非零，则在

响应中只出现正弦项，这和单自由度系统的响应是-致的，在这里两个频率对响应都有

贡献。如果初始位移之比恰与第一振型之振幅比相等(旦旦=rl) ， 且￡10= 右。= 0，则其
X20 
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响应为

工1 X lO COS W..1 t. Xz 二 X20 COS 白)..1 t 

系统的响应由纯第一振型组成，即只有第一固有频率对响应有贡献。

3.2.2 与自由振动有关的几种现象

现讨论图 3-5 所示用弹簧连接的一对单摆。对于这个系统的自由振动，其运动方程用

矩阵形式表示为

mL
2 

0 II 手1 \+ r品2+mgL 一航2 l[~I\=[O\ (川3)
o mL 2 Jl 手2 J ' L • kh 2 kh 2 十 mgLJl~J \0 

质量矩阵中各项为 : m1 m2 mL 2 ，刚度矩阵包括重力影响系数的各项为:Kll=

K 22 =kh 2 +mgL , KI2 = K21 =-Kh 2 将上述各项代入(3-8) 式，求得固有频率为

4门叭

~ 
八 k

m 

ω..1 二~t.

m 

ω..2 气/豆+组;L ' mL 2 

(a) 第一主振型 (b) 第二主振型

图 3-5 弹簧连接的一对单摆 圈子6 弹簧连接的单摆振型固

从(3-9)求出两个主振型为 rl 1， η=-1 

这两种振型如图 3-6 所示，图中的振幅是以右边的摆为参照点。在第一振型中，摆以相

同的方向和相同的振幅摆动，弹簧无变形。在第二振型中，它们以相反方向和相等的振幅摆

动，弹簧周期性地伸长和压缩。

如果用弹簧连接的摆不受重力场作用，则两个固有频率分别为

^ h /2k 
ω..1 - v ， ωnZEvF 

由此可见，该系统的第一振型由刚体运动组成，这种刚体振型固有频率为零，其周期为

无穷大。仅有正根的特征方程，称为正定的。若其中有一个或多个零根，则称为半正定的。

故具有一个或多个刚体振型的振动系统，有时称为半正定系统。

但如果连接两个摆的弹簧有很小的刚度，则该系统的两部分是稍有联系的。在此情况

下，第二振型的频率，假如有如下的初始条件:当 t=O 时，伊10 件'但0=0，件。=件。= O. 

则可应用(3-12)式算出 CI =-C3 血和 Cz 二 C4 = 0 ，并从(3-11) 式求出在此初始条件下
2 

的响应

伊l 二号 (COS 陆It + COS 仙'12 r) 

件=号(COS W..I t 十 mω..2 t) 
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上式还可以写成

CPI 件 COS 血?且t COS 包俨但

ω，，2ω川.轨2 十 ω'，， 1cpz = cposm 2一~t S ι二一-

因为联系两摆的弹簧刚度走很小，因此两个固有频率很接近，可令阳一ω，， 1 凶，ω，，2 十

ω1，，1ωa 则上式可写成

伊1 白Jo cos 些tcos 坠t
怕"V -~~ 2 '" --........~ 2 

、 -~-- 、

件 =ωoJE 生仇 Lωa
一一 2 • ~‘一 2 

上式说明，伊1 是频率分别为&v和阳

的两个余弦波的乘积。因为伞。远小于, 
'
现
­

•• 

于
1 

'@r 

、
, 

、
, 

, 
、-

t ωa ，故可以把机看作是频率为亏，振幅为

ωoCOS 学t 缓慢变化的余弦波，被频率为

学的余弦波所调制，供的运动也类似，

不过是频率为亏的正弦波被频率为学

-~ T=22\- , 、

世2
仇

、 , 
~ --、 、

、冒 M 一

-一-
, 、、1

、~--
, 

的正弦波所调制。仰和轩的波形如图 3-7

所示。由图可见，从 t=O 开始，首先左侧摆的摆角从最大幅值逐渐减少至零，而右侧摆的摆

角则从平衡位置开始逐渐增大至最大值。然后开始相反的运动，并不断地重复，能量在两个

摆之间传递。系统如无阻尼，则守恒系统的这种能量传递可以一直继续下去，这种现象称为
"拍"，ω称为拍频。拍的周期为

图 3-7 拍现象图示

T 主 2旦豆豆Z
Aω kfl2 

可见，中间连接的弹簧的刚度越小，则周期就越长。

拍是一种比较普遍的现象。凡是由两个频率相近的简谐振动合成的振动，都可能产生
拍的现象。

E例 3-3】 在图 3-8 所示扭轴系统中，假设

其轴的每一部分具有相同的扭转刚度 k"且J2=

2J !O如果整个系统以等角速度旋转，试确定，当 A 

轴突然从两端卡住后的自由振动响应。

解:可知， ml =JI , m2 =2JI , K u =K22 = 

2K, ~K12 = K Z1 = - k， 将这些值代入运动方程

中，得系统的运动方程为

币与 世1

k, 11\1 飞 k， IÌI飞 h
B 

图 3-8 二自由度扭振系统

.. 

L fVT 
v t.J J 1..... l 但

十1" 2k, - k， ll 伊1

一是， 2k, J l 伊2

O 

O 
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由式(3-9)求得其固有频率为

内 (3 ← /3k， ) ^ ro r>. A kc 
ωil=E =0.634 」21 1 ~. ~~. 11 

? ( 3 +/3k , ) n <"'\roro k , 
ω:2=z=2.366 」"" 211 -'~~~11 

由式(3-9)求得两振型分别为

rl 一主τ二= 0.732 , 
1+)3 

r2 一二τ=- 2.732 
1 一、 3

以横坐标表示扭矩系统各点的静平衡位置，纵坐标表示轴上各点的振型(振幅比) ，可做

出主振型图，如图 3-9 所示。图 3-9(a)为第一阶振型，图 3-9(b)为第二阶振型。第二阶振

型中在中间扭短上有一个始终不动的点，称为节点。振型中的节点数为阶数减一。

B 

r, 

A 

B 

-

Nmhh.D 
rl 

A 

(b) 第二阶振型( a) 第一阶振型

扭轴的振动形态图 3-9

根据题意 ， t=O 时，伊10 -件。 =0 ，￠ 102户。=户，由 (3-12)式求得

去 ， C4 一 0 附件Jt
将求得的 rl 、 r2 、 C2 和"和代人(3-11)式中，得系统在所得初始条件下自由振动的响应为

11 
k, 

伊1 = (0. 990sinω，， 1 t + O. 137 sinω，，2 t)如

11 
k , 

伊2 = O. 352sinω，， 1 t - O. 0502sinω凶。如

无阻尼二自由度系统的强迫振动3.2.3 

Fl (1) .. 
-, k, (X, -Xl) 

.... •-

图 3-10 所示为无阻尼二自由度系统对简谐激

振的力学模型，质量 ml 上作用有激振力 F1 sinωt , 

质量m 上作用有激振力 F2 sin wt ，根据牛顿第二定

律，其运动方程为

工1 ~+ 
X2 

F, (1) .. 
m, k, 

Fr (r) 

ml 
k1 

F, (1) .. 
m, ml 

k1xl 
4峰-smαJt 

F 1 

F 2 

Xl 

X2 

是12

走22

k ll 

是21

O 

m2 

ml 

O 

无阻尼二自由度强迫振动系统图 3-10(3-14) 
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写成简洁的形式为

[MJ{到十 [KJ{x} = {F}sinwt (3一 15)

上式的解由齐次方程的通解〔自由振动，见式(3-10)J与非齐次方程的特解，即稳态振

动，叠加而成。系统稳态振动的频率与激振频率 ω 相同，特解可取为

工1 = B 1sin ωt ， 工2 = B2sin ωt 

或简写为 {x} = {B}sin wt 

式中 B1 、B2 为稳态振动振幅。将所设解代入(3-14)式，并消去 sin wt ，得到下列代数方

程

kll -lt}m 11 W TTl l 

k 21 

k12 l r B1 

k22 ω2 m2 J LB2 

F 1 

F 2 

(3-16) 

振幅表达式为

B 1l r是11 一ω2 m1 k12 l一1 ( F 1 

B 2 J L k 21 k22 一 ω2 m2 J lF2 

简写为

位移响应为

由式(3-17)解得

{B} = [ZJ-1 {F} 

{x} = [ZJ-1 {F}sinωt 

(3一 1 7)

(3一 18)

B 一(走22 一 ω2 m2 )F1 - k12 F2 
1α11 - W 2ml) (走2Z 一 ω2mz) -k1Z k21 

B 一 ( k 11 ω2 m1 )Fz 走21 Fl
2 一(走11 一 ω2 m1 ) (走Z2ω2 m2 ) 走 12 走 21

式 (3-19)还可以写成如下形式

B， 一(k22 ω2 m2 )F1 是 12 F2
A mlm2(ω2ω~1 ) (ω2ω乌)

(3 一 19)

B 一(k 11 一 ω2 m1 )F2 - k21 Fl 

2-m1m2(ω2ω;'1 ) (ω2 气ω各) (3一 20)

由上式可知，系统的响应不仅取决于激振力的幅值，更重要的是和系统固有频率与激振

ω频率有关，当激振频率 ω 等于系统任一固有频率时，其振幅理论上将为无穷大，即发生共

振现象。二自由度系统存在两个共振频率。其振幅比(振型)为

B1 一(是22 一 ω2mz )F1 - k12 F2 

B2 (k 11 一 ω2 m1 )Fz 走21 Fl

分析上式可知:当 F1 =0 和 ω=ωnl或 ω=ωn2时，此比值与 (3-9)式所给的 rl 或 r2 第一

种形式相同。反之，当 F2 =0 和 ω=ωnl或 ω=ωd时，此比值与(3-9)式所给的或第二种形式

相同。如果用-k21去除(3-21)式中的分子和分母，可得:

(3-21) 

B1 

Bz 

F--z-r 
l

门-
4
+

♂
-
n
h
 

ci = 1, 2) (3-22) 

上式意昧着强迫振动共振时的振型就是相应的自由振动时的主振型。

为了做出二自由度系统稳态振幅的响应谱，对问题的参数假定具体值，设图 3一 10 所示

系统的参数为 : ml = 2m ,m2 = m ,k 1 = k z = k , F 1 (t) = F 1 sinwt , F 2 ( t) = 0 ，并引进符号

2 是 1 k 
G却一再1 2m 
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用 (3-8)式求算 d 以表达的固有频率，得

ω~l = o. 586w5 ,W;'2 = 3. 414wÕ 
式(3-18) 中 [ZJ一 1 以叫表达时为

b 1 1 一盘
[ZJ-1 

= ~，'三 2、-。

叫2(亏~ )-1 J 1 1 冲 -2去)
在此情况下，[ZJ一 1 中所有各项的单位均为 1/走，现令[国=k[ZJ一 1 ，则[卢]中各元素均为

无量纲的量，所讨论系统的响应由 (3-18)式给出

1 

(工} = [ZJ-l {F}sin户叫号} sin wt 

式中[卢]矩阵为放大因子矩阵。由 (3-19)式得:当 Fl (t) = Fl sin wt , F2 (t) =0 时强迫振

动的振幅分别为

h
h一
·
·
走

1 一 ω
24 

Bll= ， 2 、 2
2(1 一芒计 1 
飞中αJo'

hh-h 

B21 气一」22
211 俨2 1 -1 

飞 úαJQ , 
其放大因子分别为

2(1 一法r -1 

ßII 1: \ 
;、?AI

ν1\、

↓、 i 二一

!也fll
\1 

1 2 
ω=J'l盹

ωω糖1ωωd

二自由度无阻尼系统幅频特性曲线

由图 3-11 可见:

(1)当 ω=0 时，这两个放大因子都等于1，

当 ω 逐渐增大时，这两个放大因子此，品1 都是

正的，表明两质量块的运动与激振力 Fl (t) = 
Fl sin t 是同相位振动。

(2) 当 ω 接近第一固有频率ωnl 时，两个放

大因子趋于无穷大，产生第一次共振。

(3) 当 ω 稍大于ωd时，两个放大因子都是负的，表明质量块运动与激振力不同相，但是

两质量块的运动彼此是同相的。将 ω 进一步增大，两个放大因子的绝对值都逐渐减小。

旦
他
可-4

3 

图 3-11

品1

5 
4 
3 
2 

< 1
叫

<ti: 
二。

电. -1 
-2 
-3 
-4 
-5 

, w 
A A2wÕ 

1 一一 , 2 、 9 •-, 
2(1 芒τ) -1 
飞中αJo'

图 3-11 所示为上列放大因子的无量纲图。其

纵坐标值为卢11 ，此，横坐标值为旦。
w。

1二时，第一个质量块是停
fFιE 

(4) 直到jω 增加到ω=12ω。时，卢'1l =0 ，卢21=-1。即当 ω=

住的。这-现象称为反共振现象。

(5) 当 ω>12"均时，卢11是正的，而品l仍为负，这意味着两个质量块的运动彼此不同相，
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但第一质量块的运动与激振力是同相的。当 ω=ωn2 时，系统产生第二次共振，两个放大因

子第二次成为无穷大。

(6) 当 ω 远超过ω..2时，两质量块的运动趋于零。

3.3 有阻尼二自由度系统的振动

3.3.1 有阻尼二自由度系统的自由振动

图 3-12 所示为双质量阻尼弹簧系统自由振动系统。根据分离体的受力情况，对每一分

离体应用牛顿运动定律，可得系统的运动方程为

m !-Ì'1 + (CI + C2)X - C2X2 十 Ck l +走2 )XI - k2X2 = 0 

m2JLC2兰1 + C2X2 - k 2 xI 十 k2X2 = 0 
(3-23) 

由于该齐次方程出现了阻尼，所以方程的解要复杂得多，可写成矩阵形式

[M]{x} + [C]{三}十 [K]{x} = {O} (3-24) 

其中

[M] = 
ml O 

k1 b 
ηIII O 

m1 m, 
O m22 O ηl2 

[C] = 
C11 CI2 CI 十 C2 -C2 x, 
C21 C22 一- C2 C2 

[K] = 
l 走21 走 22

是 11 k 12 k l +走2 - k 2 

-k2 k 2 

k1x1 k,(x,-X1) 

-CIXl 
，η1 C, (;2一士1) m, 

该方程的解应有以下形式 图 3-12 有阻尼二自由度系统

II=Alesr 

h=Arst 

代人方程(3-24)得:

m1152 + C115 十 k 11 C12 5 +是12 AI O 

O 
(3-25) 

C21 5 +是21 m22S2 +C225+k22 J lA2 

为使 AI 和 A2 不为零，系数行列式必为零，即可得特征方程

(m11 52 十 C11 5 十 k 11 ) (m2252 +C22 5 + 是22 )一 (C12 5 +是12) (C21 5 +走21) = 0 

当阻尼较小时，系统作自由衰减振动，方程有以下共辄复数根

511 =- nl + j，ωdl 

521 =- n2 十jωd2

512 =- nl - Jωdl 

522 =- n2 -Jωd2 

(3-26) 

式中: nl ， n2-一衰减系数。

ω'dl ，ω'd2一一有阻尼时的固有频率。

通过式。-25)可求得振幅比。

当
4一

-

r -C12511 - k l2 

m11 5I1 + Cll 511 + k ll 

m225?1 十 C22 511 十是22
- C21 511 - k 21 

一 m22 5I2 + C22 5 12 +走22
- C21 512 →走21

A (12) _ 
_ 

L 
r--ftI 一一 一- CI2512 - RI2 

12ZE-mllsi2+cl1512+ 走11
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AFI) I C12 521 - k l2 

r21 AF1了三 m11 5~1 + C11 521 十是 11 二
A~22) 

r22 巫227=

可得方程(3-24)的解为

C12522 - k l2 

m11 S~2 + C11 522 + k 11 

m225~1 + C22 521 + 走22
C21521 - k 21 

m22S~2 + C22 522 + k 22 

C21522 走21

II=rHAillv:11+r12Aiuv;12+r2IAinv;22 十 rWAinv;22

X2 = A~ 11) e;ll 十 Aime;12+Ainv;2l 十 AFe;21

将式(3-26)代入式(3-27) ，并注意到以下数学关系式

e"" dl ' COS ω'dlt + j sin ω'dl t , e 叫l' COS ω'dl t 十 j sin Wdlt 

e""d2' COS ω'd2t+ jsinWd2t , é 叫Z' COS ω'd2 t 十 1sin ω'd2 t 

方程的解可改写为如下形式

ZI=e-PElt (rl Dl cos ω'dl t + r'l D 2 sin Wdl t ) 

+ e --"ZI缸l' (rη2 D3 C∞OSω'd2 t 十 r'2D4 sin ω陶'd2 t )

Z岛2 e--'一寸---n有叩2

+ e --"21 tμ， (D3川C∞Oωsω刷d2t + D 4sin (ω陶0ω'd2 t)

/071/ 

(3-27) 

(3-28) 

在有阻尼情况下，振幅 e-n1 t ， e-"2'随时间而衰减，最终消失。当阻尼很小时，有阻尼的衰

减振动圆频率均1 ，ω'd2与无阻尼固有频率均1 ，ω，， 1 近似相等，振幅比 rl 与 rF1 ， rz 与 rF2 也近似

相等，方程的解可写成

工1 ~ rl e ---n1' (D1 cos ω，， 1 t + D 2 sin Wnl t ) 

+ r2 e ---n21' ( D3 COS ωn2 t 十 D4 sin Wn2t) 

X2 ~ e--"l' (D1 COS ωnlt + D 2sin ωnl t) 

+ e-"Zl' (D3 COSω，，2t + D 4sin ωn2 t) 

(3-29) 

当阻尼很大时，特征方程的根全为负的实数根，其解不是周期性振动，很快就衰减为零。

3.3.2 有阻尼二自由度系统的强迫振动

为了讨论方便，我们只假设在 ml 上作一简谐激振力 F(t) = FI sinwt ， 如图 3-13。可得

系统的运动方程为

mlxl + (CI + C2 ).i1 - C2右+(走1+ 是2 )XI - k 2 x2 = FI sin wt 

mzxZ - CZXI + CZX2 - k 2 xI + kzXz = 0 

写为矩阵形式

[MJ{ .i} + [CJ{x} 十 [KJ{x} = {F} 

该方程的全解应包括两部分，即自由衰减振

动部分和强迫振动部分。自由振动部分与上一

节完全相同，故这里只讨论稳态振动。如单自由

度系统所述的→样，系统的稳态响应一定是与激

振同频率的，但由于系统存在阻尼，使响应和激

振之间落后一相角差，现设其稳态解为

k, 

k1xl 

CtXl 

F, (t) 

ml 

Ft {t) 

m, 

h 

气主主2-Xl)

c2 Ü2-Xl) 

(3-30) 

m. 

m. 

回 3-13 有阻尼二自由度系统的强迫振动
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XI = Blccosωt 十 BIssinωt

X2 B2ccos ωt 十 B2s sinωt

它们的一阶、二阶导数分别为

XI =- BI，w sinωt + BL，wcosωt 

X2 ~- B2，wsinωt + Bz"w cosωt 

JTI=-BIAJ2C05ωt-Blto2sin ωt 

JE2=-B24υcosωt-BZB402sin ωt 

将町 ， Xz 及它们的一阶、二阶导数代入运动微分方程，经简化后可得

[(k ll -mllw2)B lc + 是 12 B2ι+CllωBh 十 CI2ωB zs JCOS ωt 十

(3-31) 

[(走 II -mllω2 )BIs +走12 Bμ - CllωB lc - CI2ωB2Jsinωt = FI sinωt (3-32) 

[(走22 - mzzω2 )BZc 十 k 12 B1c + C12 ωBls + C22ωB2，' JCOS ωt+ 

[(是22 - m22ω2 )B2s + k l2 B h - CI2ωB lc - C22ωB zs ] sinωt = 0 

为使上式恒等，三角函数的系数必为零，可得以下方程

(k ll -m l1 w2)B1c +kI2Bz， 十 CllωBh 十 C12ωB2，' = 0 

(k ll - mllωZ )BIs +是12 B2s - CllωB lc - CI2ωB2，' = FI 

(k Z2 - m22ω2 )B2c + k l2 B lc + CI2ωB Is + C22ωB 2s = 0 

(k 22 - mZ2W2 )Bz, + 是 12 B]， - C12ωB lc - CZ2ωB 2.< = 0 

(3-33) 

根据上述 4 个方程组成的方程组，可解出 4 个未知数 Blc ' B Is ' B 2c ' B 2s (但过程较复

杂)。这时振动位移可表示为

式中:

工1 = BI sin (ωt 泸1 ) 

X2 = B 2sin (ωt 一 φ)

BI =JBic + B L. B 2 =JBι干豆豆

轨= arctan 手， φ=arum f主

这样，理论上求出有阻尼二自由度系统稳态振动的振幅和相位是没有问题的。

3.3.3 求强迫振动方程稳态解的复数法

(3-34) 

上述求稳态解的一般方法虽然可行，但解四元方程组的过程比较复杂，用复数法求解运

动方程较为简便，将原方程写成复数形式

mlxl + (CI 十 C2 ) XI … CzX2 + (k l + k 2 )XI - k2X2 = FI e'ωt 

m2JEz-C2Jfl 十 C24 是2XI +kZ X2 = 0 

该方程式中，无1 ，右，町，无2 ，右，巧 ， Fl e'"' t 均为复数。

设方程的稳态解为

则其一阶和二阶导数分别为

XI = BI e'"" 

X2 = Bz e'"" 

XI = j BIωe)a斤，

Jrl=B1ω2 e'"" , 

三2 = j B 2ωe}W' 

JE2=-B2ω2沪υr

(3-35) 

(3-36) 
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F 1 

将所设解及其一、二阶导数代人运动方程，写成矩阵形式并消去 e"'"得

[(是 11 -mlω2) + jWCll] 走 12 + jwc 12 1 r B 1 
(3一 37)

O B2 [(k 22 -m2ω2) + j，ωC22 ] 

B1 
B

1 
e~i<Þl 

k 12 十 jωC12

(3~38) 
B 2 e i<Þ2 B 2 

从式(3~37)可得出振幅表达式

可解得

B1E-MI=(走22 - m2w
2 

+ jWC22 )F1 
JL [(k ll - ml ω2) + j，ωCll][(走22 -m2ω2) + jWC 22]一 (k 12 十j"2)2

B9E M2=(k12 十jc12ω)F1
ZL [(kl1 - ml ω2) + jWC l1 ] [(k 22 - m2ω2) + júκ22]- (k 12 + jWC2)2 

为了便于讨论，根据复数计算法则将上两式可简写为以下形式

(3~39) 
•f 刊

二

'n 
一时 (h +id)F1 且 = B,e• l=J I=F1 

• -.- a + jb ~ • 

(3~40) 丘土豆fa M2 
a2 +b2 

L 

F 
一
-

F
一

、

1
τ
o

g--1 .JiT --a 
一
一

-N E B ---B 

式中:

a = (k l1 -mlω2) (走22 -m2ω2)-hi2-cucnd 十 ci2ω2

b = (k l1 -mlω2 )c22ω+(是22 -m2ω2)Cl1ω - 2k 12 úC 12 

h 士是22 - m22W2 , d = CZ2W , f =- k 12 , g =- CIZω 

振幅和相位角的值分别为
• 

(3~4 1) 互土豆f
a2 +b2 

h2 +d2 

? " ':'? , B2 F 1 B1 = F 1 

(3~42) a
'馆

二
+

f

」f
d

LUJG 
n a FL VA 

内d一
一

￠ =arum t仇 -ad1 = arctan ~;~ + M' ,/12 • 

B 1 t! (wt~oþ-' ) B 1 e~jþJ t!"" 

将B1 ，鸟的值代入式(3~36) ，得

B1 e"'" Xl 

(3~43) 
Bz t!(wt 句)B2 e~)<þ2 e"'" B2 e"'" X2 

B1 [cos(ωt 一 ψ1 )十 j sin (ωt 一 φ1) ] 

B 2 [COS (ωt 一 φ) 十 j sin (ωt 一份)]

而稳态响应取上式的虚部即可，所以

(3~44) 

Xl = B 1 sin (wt ψ1 ) 

X2 = B 2sin (ωt 伽)

为了便于讨论，现假设式(3-30) 中 zm=

这与式(3-34)是一致的。

现根据前面结果讨论稳态响应的幅频特性。

m2=m ， 是1-是2=k ， Cl 二C2=C。引人下列符号

A 一 ω 2 m 究 m. C Tl Fo 
-L;' 和一凶J k ' 非 =ωn2 王 'ξ=2比二， Do k 
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丁飞 一 τ I 百一.

代人式(3-41)，并将分子分母同除以是2 ，则振幅可化为无因次表达式，相当于前节中介绍的

放大因子，现用品和品表示为

品=去=

d2-五À2 )2 十 (2en 1 À)

[币 ω 1) (λ2_;)_(2句lÀ)2 ]2 十吨lÀ)2(2-3和À2 )2 

J1 十 (2臼lÀ)2 (3-45) 

[归2_ 1) (À2 - 号 )- (α2功句仲刷lÀλ川川)2汀2

ωW~l = 0.382 主 ， W~2 = 2.618 主
m m 

一
-

D
叫-
a

一
一

庄
严

因此，和 =0.382 ，和 =2.618。把这些数代人

。一45)式，可以看出，品和品只与阻尼比 5 和频

率比λ 有关，如单自由度强迫振动一样，我们把占

当作参量，就可得到自(或品)与 A 的幅频特性曲

线，值得注意的是，这里的阻尼比 e 是对基频而

言的。图3-14表示了血与 A 的曲线，从这组曲线

可以看出与单自由度系统的幅频特性曲线有类

似之点 z

(1)当激振频率与系统固有频率接近时，系

统将出现共振现象，当无阻尼时，振幅无穷大，因

6 

I 

~=o 
5 

4 
~=o. 5 

n Bz 3 
Pl-Bo 

2 

。
1 2 

λ 

图 3-14 二自由度幅频特性曲线

为二自由度系统有两个固有频率，故有两个共振峰。

(2) 阻尼对抑制共振峰有明显的作用，在相同阻尼的情况下，高频共振峰降低的程度要

比频率低的那个更明显，所以实际结构的动态响应可只考虑最低几阶振型。

3.4 动力消振器

3.4.1 无阻尼动力消振器

本书 3. 2 节无阻尼二自由度系统振动理论中提到反共振现象，当 ω=

零。这一事实很重要。在此频率时，第一个质量块静止不动。

双质量弹簧系统实际上是由两个系统(ml' k1 ) 和 (m2 ， 走2 )组合而戚，如果 (m1' k 1 )是

主系统，则产生激烈振动。为消除主系统的振动，可设计附加系统(m2 ， 是2 ) ，根据反共振现

象，只要适当选择附加系统的参数叫，是2 便可使主系统减振。

现在，我们来说明这种条件的具体应用。图 3-15(a) 中电动机质量 m1 ，支于刚度为 k1

生时 ， ßll 成为
tIι2 

的钢梁上，当电机角速度 ω=王/主L时，由于电机转子的不平衡所引起的离心力的垂直分量，
η11 

Fl sin wt引起系统土下的剧烈振动，为了抑制这种振动，附加上一个刚度为是2 的弹簧和质

量为m 的辅助系统，如图 3-15(b)所示。其运动方程为
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• • • .ι…………z叮叮

mo 0 

o mz 

k. 

、

.i\ l , r k l + k 2 - k 2 l r XI 

X2! ' L - k z k z J l Xz 

k. 

、

, 

(F1 sin ωt 

O 

h 

(a) 梁横向振动模型 (b) 动力减振器模型

图 3-15 无阻尼动力减振器原理

由式。一19)得其振幅为

B 一(是22ω2m2 )F1 
1 一(是11ω2ml )(走22ω2 m2 ) 走 12 走 21

B? F ~ ..., F~k21 F1 
2(h11-Jml)(是22-w2m2)-kI2走21

, 

k? -'- ",t.L............. -rr..... þ ....1 

如果 m2 和走2 按 ω 气/ "2 来选定，那么，就得到电动机振动消失的二自由度系统，而辅
m2 

助质量 m2 以振幅(手)进行振动，通过刊主系统产生一个力呐 =-F1sin山脚
力相抵消。这种辅助系统称为无阻尼动力消振器。

当 ω=JEi 时， BI 。这是无阻尼条件下的结论，当存在阻尼时，主系统不是完全不
Ifι2 

动，且随着阻尼的增加，振幅也随着增加。因此采用无阻尼动力消振器应注意减小阻尼。

在设计该动力减振器时，首先选定走2 值，使(手)为一适当值，然后选定满足 ω=
k1 k 

平的质量 m2 。设计时，常常使动力减振器辅助系统与主系统之间存在二=兰的关系。
"ι2 ffι1 Ift2 

由于整个系统是二自由度系统，所以有两个新的固有频率。

走1 _ k2 现引进质量比，μ=一，一一 =叫代入式(3-8) ，得• 
ml ml η22 

32=d(1 吁以护二t- ,u) (3-46) 

,11. 2 旦旦1.2 Jl+丘乒+μ α-47) 
白J(J V w V 哇

当质量比 μ 很小时 ，，1 1 、 2彼此很接近，易引起共振，因此，要求 μ 必须较大，→般应使 μ〉
O. 1。即辅助系统质量不能过小，一般至少应大于主质量的十分之一。

这种减振器适宜应用于定转速旋转机械的减振。但当主系统中还有其他激振力时，则

还要校核这些激振力是否会引发共振。
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有阻尼的消振器3.4.2 

实际上，系统总是有阻尼的。下面讨论图 3-16 所示系统。该系统在主要质量 ml 与辅

助质量 mz 之间安装了一个阻尼器，因为包括阻尼，故称有阻尼的消

振器，它可以抑制变转速和定转速机器中的振动。ml 上的激振力为

F (t) = Fl sinwt ，阻尼器的阻尼系数为 c。图 3-16 所示系统的振动微

分方程为

mlXl + (k 1 十 kz )Xl - kzxz 十cX l -c:i z = Flsinwt (3-48) 

mzxz - kZXl + kzxz αl+ cXZ=O 

Bl ~(wt一向)

Xz J l Bz ~(wt-Øz) 

应用上一节的方法，可得此系统稳定响应振幅的表达式。我们图 3-16

感兴趣的是系统中主质量 ml 的振幅。

F1 -1<豆-wz卢λELt二)c) z

B， 二

.j[(是l 一 ωZml) (k z - wZmz) ωzmzkz JZ 十 [(ωC )(k1 -ωzmlωZmz) J2 
为了简化阻尼消振器的讨论，引进下列符号

x , 

、

b 

m2 

k, 

m, 

C 

Xl 
设其解为

X2 

有阻尼的消振器

(a) 

A 二号，刷千元，陆千元，←言， δ 二去'γ 二丘， μ 二对2凶
其中 F值表示消振器系统与主系统的质量之比d值表示消振器系统与主系统的频率之比m
值表示消振器系统的阻尼比。

引用这些符号(a)式可以写成下列无量纲的形式

主 4μZ/(丘二主Zf
BÕ 4μ2γ2 (γ2 - 1 + ßY2 ) 2 + [ß8 z 1 一 (1 -1) (1 δZ) JZ 

图 3-17 是在卢=去， δ=1 时，取一定的阻尼比 μ 值，以频率比 y( γ=(: )为横坐标，以
飞 WQ'

(3-49) 

振幅去为纵坐标的一组幅频曲线。
令阻尼比μ= 0，则式(3-49)可写成

Bl (I-~) 
Bo ß32 γ2 一 (1 -1) (1 -~) 

阻尼 μ=0 时的幅频如图 3-17 中虚线所示。y = 0.895 和 y = 1. 12 时出现两次共振。

如令阻尼比μ= ∞，那么质量 mj 和 m2 1手 48=L l i J 飞μ=∞ l!
之间无相对运动，系统变为只有-个质量

o 

|}」二olt JXμ斗:
mj 斗?叫和弹簧刚度为 kj 的单自由度系统。 | ;12 
根据式(3-49) ，此时的无量纲表达式为

Bi -1 
Bõ (/-1 十ßY2 )2 

令式(3 -51)的分母为零，可得到幅频特性峰

值的频率比

(3-50) 

Y 

1 
1 
、
、
、
、
、
、
、
、
、
、
、

J 
,, 

,, 
,, 

,, , , ,'' 
，
卢
,­

卢
-

(3-51) 

主质量的幅频特性图 3-17
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yq = τ1 = 0.976 (3一 52)
ý' 1+ 卢

对于μ= ∞的幅频特性曲线也用虚线表示在图 3-17 中，它与单自由度系统的幅频特

性曲线相同，对于其他阻尼的幅频特性曲线，可根据(3-49)式求出，图中还表示了 μ=0.10

和 μ=0.32 时的幅频曲线。

可以看到，图 3-17 中所有幅频曲线都交于 S 点和 T 点。这意味着在这两点相应频率

比 γ值下主系统的振幅与阻尼无关。 S 点和 T 点相应的 γ 值可令式(3-50)和式 (3-51 )的

绝对值相等，即

t二笙
卢82 "1 一 ("1 -1) (γ2 _~) 

土 1

"1 -1 +ßY2 
(3-53) 

式(3-53)可写成

1 十扩 +ßô2 I 2~ 一Y4-2y2 +一一 o (3-54) 
2 十卢 2+卢

从式(3-54)式可以求出两个根 yf 和对，它们就是 S 点和 T 点横坐标的平方。于是 S 点和

T 点的纵坐标值为

(B j ) S 1 
Bo 对一 1 +ßYI 

(3-55) 

(B j h 1 
Bo yf-1 十 ßYf

(3-56) 

幅频特性曲线的纵坐标与 S点和 T 点的纵坐标有关，较为满意的情况是使 S ， T 的纵

坐标值相等，即

yf -1+卢YI yf -1 +卢y~

或 对十到 =1iR (3-57) 

yf+rl 是方程(3-54)的两根之和，据此可得

δ1一 (3-58)
1 十卢

式(3-58)表示 S 点和 T 点在同一条水平线上时δ 与卢的关系。如果吸振器质量 m2 已

确定，则卢值为已知，δ就确定了，也就是确定了吸振器的频率和弹簧刚度。为了确定相应

于 S点和 T 点的振幅，将式(3-58)式代入式(3-54) ，得方程

f 2平三+~A 、 2. 、。 =0
解得

元 T 市(咕仨)
将式(3-59)求得的 yf 和 rl 代入式(3-55)和式(3-56)可得

望马王=望马王= /2土E
Bo Bo 'V卢

(3-59) 

(3-60) 

综上所述，阻尼消振器的有关参数包括主、副系统频率之比 8、质量之比卢和消振器阻

尼比μ 的选取原则是:使幅频特性曲线上的 S 点和 T 点在同一条水平线上，设法降低这两
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点的幅值高度，并使其成为曲线上的最高点。
B, 

这样，主质量振幅就减小，被限制在 S 点和 T 瓦 6

点所对应的振幅之下。如图 3-18 就是满足上

述要求的主质量特性图，它们的质量比卢=

0.25 0 由图可看出，主质量在 S 点和 T 点具有

最大值。阻尼消振器的设计要点归纳如下:

(1)首先根据式(3-58)和式(3-60)来确定

最佳 δ值与卢值。

其中式(3-58)确定使 S 点和 T 点在同一

条水平线上时最佳δ 值与卢值之间的关系，式

l 

, l 

μ=0 
μ=∞ t 

卢一1/4 μ=0 t 
1 

'S 朽、(, 
, \ 

V 、 X v 、
、
非、

v 、

、
、
、

5 

4 

3 

2 

0 
0.3 0.5 o. 7 0.9 1. 1 1. 3 r 

圈子18 选择合理阻尼的主质量的幅频特性

(3-60)表示在最佳 δ值下 S 和 T 两点振幅与卢值的关系。

由式(3-60)可见，增大卢值，即增加辅助质量 m2 ，可降低 S 和 T 两点振幅高度 ， m2 越大

消振效果越好。

δBl (2) 最住阻尼比 μ 的选取原则，通过对式(3-49)求导使一-=0，求得相应的 μ 值。并
δyr 

将最佳δ值代人其中，可分别求出使 S 点和 T 点成为最高点时的μ 值，一般最佳 μ 值可取

μ~^"/ 一 3丘
川 80+卢)3

(3-61) 

3. 5 坐标的稿合与解糯

3.5.1 广义坐标与辑合

所谓广义坐标是指可以任意选择的足以描述系统在空间位置的一组彼此独立的坐标。

同一系统可以用不同的坐标系来描述。若同一系统用不同的坐标来描述，系统的质量矩阵
[M] ，刚度矩阵[K]及阻尼矩阵[C]的元素可能是不相同的，但并不影响系统的固有特性。

也就是说坐标可以任意选择，对问题的研究没有影响。但合理的选择坐标可以使问题的分
析简便。

为了说明坐标选择对搞合的影响，现对图 3一 19(a)所示无阻尼系统选择几种坐标，写出

其运动方程。图中质量为 m 的刚性杆件，由弹簧是1 和是2 支承于杆的 A、D 点，约束是为了

限制杆沿 Z 方向的平动，C点为杆的质心 ， Jc 表示绕通过C 点垂直于Z 轴的转动惯量，B 点
满足的条件为

是1 L4 二 k2L5 (a) 

图 3-19(b)选择A 点的平动坐标YA'和 A 点的角位移，也、D 处的弹簧力和C 点的惯性

力如图 3-19(b)所示。此时，根据达朗培尔原理，得出沿 y 方向的力的平衡方程

m(ÿA +Ll 8A )+k1YA + 是2(YA+ L8A )=0
对 A 点计算力矩，可得到第二个平衡方程

、
、
，
，
，

1D 
f
'飞

m(ÿA + L l 8A )L 1 +是2 (YA+ L8A )+Jc8A= 0 

两个平衡方程(b)和(c)可合写成矩阵形式

(c) 
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k, 
L. 

L, L, 

ι§ 

(a) 杆振动模型

·一-一-一-一-一

、

x 

J年

ktYA 叫拉+L，也)乌<J;.+ L,8A) 

(b) 以 A 点为坐标

YA 

hU一L，8，) m，卫 ι(耳+L20，) k, (YB 
- L.8B ) m(ÿ"十 L3比)也(YB+L38B ) 

(c)以 C点为坐标 (d) 以 B点为坐标

图 3-19 不同坐标的稿合情况

m mLl ÿA1 ι[是1 十 kz kzLllYAl (0 

mL 1 J c + mL i J 1 ë A f I l kz L k z Lz J \ 8 A J 
-

\ 0 

/079/ 

(3-62) 

上述方程的第一、二式都包含有变量的二阶导数队和儿，这就是说方程之间存在着惯

性力间的相互联系，这种联系称为动力搞合或惯性搞合。同时这两个方程还各自包含 YA 和
缸，使两个方程还存在着弹性的联系，这种联系称为弹性搞合或静力搞合。

图 3-19(c)是选择质，心 C 的位移坐标 Yc 和转动坐标矶，根据作用于杆上的弹性力和惯
性力，应用达朗培尔原理，可得杆件的两个运动方程为

mfc 十 k 1 (Yc -8cL l) + 是z (Yc 十 8cLz) = 0 

Jßc+kz(Yc+8cLz)Lz-kl(Yc-8cLl)Ll =0 

按矩阵形式可合写成

(d) 

(e) 

m 0 II ÿc 1 , r k 1 十走2 走zLz -k1Ll 丁 ( Yc ) ( 
I.~' ..~ ..~:， .'~:I~v'~=~.~ (3-63) 

o J) \ëc J I LkzLz - k1Ll 走zL~+kl Li J\8c J- \0 
方程(3-30) 的第一式只包含 5c 而不包含仇，第二式只包含 8c 而不包含丸，故不存在动

力棉合。但两个方程各自都包含 Yc 和矶，使两个方程存在着弹性藕合。即用这组坐标描述系
统的方程没有动力搞合而只有弹性搞合。

图 3-19(d)是选择B 点的位移坐标YB 和转动坐标仇，根据作用于杆上的弹性力和惯性
力，同样应用达朗培尔原理，可得杆件的两个运动方程为

m(ÿB 十 8BL 3 )十走1 (YB 十 8BL 4 )+走Z (YB +8BL 5 ) = 0 (f) 

J ß Bm (ÿB + 8BL 3 )L3 + kz (YB 十 8BL 5 )L5 
- k1 (YB - 8BL 4 )L4 = 0 (g) 

按矩阵形式，注意到 (a)式所给的条件，的式和(g)方程可写成

m mL3 lrÿBl ， rkl 十 kz 0 丁 r YB 1 (0 
I 
.. 

. _ ̂
 . _ 

^ I~ -
~ 

;.一~) (3-64) 
mL 3 Jc+ mL~JlëBJ 

I L 0 kzLg 十 k1U J l8B 
J- \0 

也就是说采用点的两个坐标 3怡和 8B 来描述系统时，则两个方程不存在弹性搞合，而只

有动力藕合。

以上采用不同的坐标来描述同→系统时，其质量矩阵[M]及刚度矩阵[K]中的元素是

• 
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不相同的，用 C点的两个坐标 YC 和 8c 来描述系统时，其质量矩阵是对角矩阵，称为动力解

锅。当用 B 点的两个坐标YB 和 ()B 来描述系统时，其刚度矩阵是对角阵，称为静力解桶。坐

标选取不同，就可改变方程的藕合情况。由此推论，只要坐标选取得当，可以使两种藕合都

解除。这就是主坐标。若动力和静力均解辑，则几个联立微分方程组就变成几个独立的微

分方程，就可像单自由度系统那样独立地求解方程。

3.5.2 解稿与主坐标

从上节的讨论可知由于描述系统的坐标选择不同，则质量短阵[M]和刚度矩阵[K]出

现的藕合情况就不同。现以双质量弹簧系统为例，其运动方程为

[M]{x} +[K]{x} = {O} (al) 

这个方程组一般情况是搞合的。在本章第二节是我们曾求得(3-9)式的两振型为A-r 
" _ A(2

) 

μ A?) 

这两个振型说明:当按第一固有频率均1振动时，如 ml 的位移为 YI'则 m2 的位移为 1 ;当按

第二固有频率 ω，ι振动时，如 ml 的位移为元，则 m2 的位移为 1。我们可以把振型写成矩阵
形式，即方程(3-10) 中的振型矩阵

问=:??
现在引入一组新的坐标{q} ，并在原坐标{x} 与新坐标进行变换时，把振型矩阵作为变换矩

阵，即

则

XI YI Y2 1 ql 

1 1 J lq2 X2 

XI = Ylql 十元q2

Xz = ql +qz 
、
，
，
，

'b 
J
'飞

把(al)式展开

ml 0 l i Xl l , í走 11 k l2 l r XI \ (0 

o mz J lxz J 'Lk21 k Z2 J \ Xz J \ 0 

mlXl +kllxl +是12X2 = 0 

m2 XZ + 走21 XI 十 k22X2 = 0 (CI) 

将(b1 )式代人(Cl)式，得

ml (y1ih 十 Y2 iiz)+ Kll (Ylql 十元qz)+K1z(ql +qz)= 0 

m2UÏI 十 iiz )十 K21 (γ1 ql 十 Yzq2 )十 KZZ(ql +q2)= 0 
将(dl )式乘 m2 ， (el)式乘 mlYI 然后两式相减得

mlm2 (YI - YZ )q2 + (K I1 Y2 m 2 + K 12 m 2 - K21ml Yl Y2 - K Z2 m l YI )q2 

十 (KI1 Ylm2 + K 12 m 2 - K21ml ri - K22ml Yl )ql = 0 

(d l ) 

(el) 

并将

代入上式，可得

γ1-K22-dlm2" K22 二ω:2m2
一→一'T2一-…-n21 -1飞21

q2 +ωizq2=O (fl ) 

• 
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同理可得 qI 十ω~zql =0 (gl) 

方程(f1 )和 (gl )是两个独立的微分方程，可以单独求解，一组新的坐标 ql 和 qz 就是主

坐标，也称模态坐标。

从数学上可以表达如下

[M] {x}十 [K]{x} = {O} 

[M][A]{q}+[K][A]{q} = {O} 

[AY[M][A] {q}+ [AY[K][A] {q} = {O} 

[M]p{ 号}+ [K]p{q} = {O} 

式(h1 )中 [M]p 和[K]p 称为主质量矩阵和主刚度矩阵。它们都是对角阵

[ML=|ml O 1 ， [K]p= 「Kl O 
mzJ'L--~' LO K z 

对于双质量弹簧系统，已知 ml =mz=m , k] =kz =走，由本章第二节中可知
0.618 -1. 618l ~.._ 1m 0 l ~ _ 12是

[A] = 唱唱 ， [M] = I ':" V 1, [K] = I ~~. 
1. 1....J L.. V m ...J L..-• R 

、
‘F

'h 
f
飞

走

走

则

[M]p = [AY[M][A] 

0.618 1l 1m 0 l 10.618 -1. 618 

一1. 618 lJ LO m 

1. 382m 0 

o 3. 618m 
[K]p = [AY[K][A] 

I 1 

0.618 1 

•1. 618 1 

'R

,R 

2 
一们 rO. 618 - 1. 618 

走 1 1 

O. 528k O 

O 9.47走

将[M]p 和[K]p 代入(h] )式，得

1. 382m o l f ql 1 , 10. 528k O q] O 
+ 

01 
(i l ) 

O 3.618mJlqzJ. L 0 9.47k qz 
从(il )式可求得

? O. 528k 
iI= 一一一一~ = O. 382 ~ 1. 382m v. VV~ m 

究 9.47k
叫=一一→一= 2. 618 ~ 

,.. 3.618m -. V~V m 

这与例 3-1 求得的结果完全一致。

习题与思考题

3. 1 二自由度系统有几个固有频率?
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3.2 为什么必须要考虑二自由度系统振动的振型?

3. 3 二自由度系统主振型所表示的意义是什么?

3.4 坐标的藕合有哪两种，其含义是什么?

3. 5 二自由度系统强迫振动时的振型与主振型之间有什么关系?

3. 6 试求习题图 3-1 所示二自由度的运动方程及其质量短阵、刚度矩阵和阻尼矩阵。

m, 

h 

m, 
F,{t) • 凸(t) . 

.:....:...:..., .. ~ Æ2 唱~ "" 
----'1 AAA..I I 

k, 
m, I _ I m, 

X} X2 

习题图 3-1 习题图 3-2

3. 7 习题图 3-2 所示为二自由度建筑结构，图中 m] =1. 5m ,m2=m ,k] =1. 5走，是2-走，

试计算该系统的固有频率和对应的主振型，并画出振型图。

3.8 习题图 3-3 所示为二自由度系统，机器质量 m] ，支于刚度为 k] 的梁上，机器转速

为1500 r/min，由于转子的质量不平衡引起的离心力的垂直分量使系统产生上下激烈振动。

为控制该振动，现设一辅助系统，已确定辅助系统的质量 m 为 40 峙，求辅助系统的弹簧刚

度走2 0 

m, 
a b 

m, m, 
m2 L 

习题图 3-3 习题图 3-4

3. 9 习题图 3-4 所示为双转子系统，可视为一具有两个集中质量的简支梁，试计算该

系统的固有频率。提示:集中质量处的横向位移表达式为 m]ga
2

(l- a) 20式中培→一重力
3EIL 凸

加速度;E--材料酣睡，E=2.0XI05 MPa;1一翩翩惯性距， 1 = 6~ d 2 , d 11 

转轴直径。

• 
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第 4 章 多自由度系统的振动

4. 1 多自由度系统的振动微分方程

前面各章讨论了具有一个和两个自由度的系统，对很多问题来说，已能够用来解释它们

的动力特性。但也有很多问题，不能用这种过分简化的力学模型来进行分析，例如，工程上

常见的机械零件总是由梁、杆、板、壳或其他各种元件组成的复杂的弹性结构，其质量和刚度

都是分布的，理论上都是一些具有无限多自由度的系统，即连续弹性体。在系统的质量和刚

度分布得不很均匀的情况下，可以把弹性体系统的振动简化为具有有限多个自由度的系统

来分析，以得到它主要的，即较低频率的一些特性和规律。

近几十年来，随着电子计算机的广泛运用，一种更有效的离散化方法 有限元法，得

到了迅速的发展，应用这种方法，可使任何复杂的弹性结构的振动问题，都离散化为多自由

度系统来处理，限于篇幅，这种方法在本教程中不做详细介绍。

多自由度系统与二自由度系统并没有本质的区别，只是由于自由度数的增加，在分析和

计算时需要更有效的处理方法。对于多自由度系统的这组稿合的二阶常微分方程组，可以

采用直接求其解析解或数值解的方法进行研究，也可采用另一种更便于分析的解法，那就是

振型叠加法(模态分析法)。这种方法是通过坐标变换，使一组互相搞合的二阶常微分方程

组变成一组互相独立的二阶常微分方程组，其中每个方程就如单自由度系统那样求解，这不

仅在系统受有更复杂载荷情况下，可以简化运动分析的过程，而且各阶固有频率对整个振动

的参与情况也一目了然。

本章首先叙述多自由度系统振动微分方程的建立方法，包括用牛顿定律建立的刚度系

数法和应用达朗培尔原理的柔度系数法，以及更为普遍的拉格朗日方程法。为了能够用线

性变换把系统的运动方程简化为比较简单的形式，求得振型矩阵和特征值是必需的。在此

基础上介绍振型叠加法。最后介绍求解固有频率的几种近似方法。

4. 1. 1 作用力方程与刚度系数

对于图 4-1 所示无阻尼三自由度弹簧质量系统，我们可参照二自由度系统的方法，写出

其微分方程

F, (t) .. 
m, 

F2 (t) 
" 

m2 

图 4-1 三自由度弹簧质量系统

F3 (t) .. 
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m1 0 0 

o mZ 0 

o 0 m3 
;:[十 [;2

-kz 

走2 十 k3

-k3 
-jjijJj二 ii:;

或更一般地写成

1n l 0 0 

o m2 0 

去1 ì ik ll k 12 k13 l (Xl 

X2 r 十|走21 是22 走23 I 气 Xz

o 0 m3J lX3 31 走32 k33 J lX3 

该式可简单地写成

F 1 (t) 

F2 ( t) 

F3 (t) 

(4- 1) 

[M]{无} +[K]{x} = {F( t)} (4-2) 

(4-2)式称为用矩阵符号表示的作用力方程，它可以代表许多种运动方程，其中的作用

力也可以是力或力矩;位移可以是线位移或角位移，线刚度和质量也可以是角刚度和转动

惯量。

刚度矩阵中的元素 kij 表示质量矶的位移ZJ=1;而其余质量位移 zzU 芋 j) = 0 时在

Zz 处所需要的力，称为刚度系数。

令质量 m1 的位移 X1 = 1 ，而 X2 = X3 = 0 ，为保持这种状态，则在 m1 、m 和 m 上所需

的力分别为

是11 = k1Xl + k2Xl = k1 十 L
k 21 =- k2 X 1 →走2

是31 = 0 

它们构成了刚度矩阵的第一列。

同理，可得刚度矩阵的第二列、第三列分别为

是12 =- k 2 Kl3 = 0 

走22 = k 2 + 走3 K Z3 =-k3 

走32 =- k3 K33 是3

线弹性系统微幅振动的刚度矩阵总是对称的，即 Kij =kji 的关系是永远存在的。图4-1

所示集中质量块的模型，其位移坐标是集中在各自的质心上的，故其质量矩阵是对角阵。因

此，只要应用刚度系数法，求出刚度短阵的每一元素，即可建立系统的运动微分方程。

若系统存在阻尼，则与弹簧并行的还应画出阻尼器。对于蒙古性阻尼，阻尼矩阵的每一个

元素 Cij 可以如下求得 t 当第 j 个质量具有单位速度而其他质量的速度均为零时，克服第 j

个质量的阻尼器阻力而在第 i 个质量上所需施加的力。然后把阻尼力这一项加到运动方程

中去，就可得到具有阻尼的多自由度系统用矩阵符号表示的运动微分方程

[M]{x} + [C] {.i} 十 [K]{x} = {F(t)} 

有阻尼和无阻尼的自由振动微分方程分别为

[M] {.i} + [C] {.i} + [K]{x} = 0 

[M]{x} + [K]{x} = 0 

4. 1. 2 位移方程和柔度系数

(4-3) 

(4-4) 

机械系统还可以通过受力后产生的变形来建立系统的运动方程，这样建立的运动方程

称为位移方程。同一系统，同一广义坐标的作用力方程和位移方程是等价的。现引进柔度
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的概念，在单位力作用下，弹簧常数为 h 的弹簧所产生位移δ 称为弹簧的柔度，显然δ=t
对于图 4-1 所示系统 3 个弹簧的柔度分别为

δI=is2=lδ1 
走2 ， 3 是3

假定图 4-1 所示系统各质量上的力 F1 ( t)， F2 <t)和 F3 <t)是静止地作用上去的(以致不
出现惯性力) ，则各质量块的位移为

(X1 )." = ð1 [F1 (t) + F 2 (t)十 F3 (t)] (a) 

(Xz) " δ1 [F1 (t) + Fz (t)十 F3 (t)] +δz[Fz (t)+F3 (t)] (b) 

(X3) stδ1 [F1 (t) + F 2 (t) + F3 (t)]十 δ2[Fz (t) +F3(t)]+ð3F3( t) (c) 

(a) 、 (b) 、 (c)三式以矩阵形式表示如下

简写成

式中Cδ]表示柔度矩阵

X1 

Xz 

X3 ) sl 

-δ1 δl δl 

δ1δ1 十δ2δ1+δ2

1δ1+δ2δ1+δ2 +ð3 

{X}" = [δ]{F(t) } 

δ11δ12δ13 δl δ1 

F 1 (t) 

F2 ( t) 

F3 (t) 

ð1 

(d) 

( e) 

[δ]=δZI ð22 δ'23 I =伊1 ð1 + ð2 δ1+δ~ (f) 

31δ3Zδ'33J Lδlδ1+δ2δ1 +ð2 + δ3 

这个矩阵包括柔度影响系数，柔度系数 ðij定义为:在第 j 个质量上作用单位力时，在第 i 个

质量上所产生的位移。对于图 4-1 所示系统，令 F1 (t) = 1 , Fz {t) = F3 {t) = 0 ，则各质量

块产生的位移为

δ11δ21δ31δ1 

它们组成了柔度矩阵的第一列。

如令 Fz( t) = 1 , F 1 ( t) = F3( t) = 0，则各质量块的位移分别为

δ12δ1 

δ2Zδ1+δ2 

ð32 δ1+δ2 

它们组成柔度矩阵的第二列。

同理，令 F3 (t) = 1, F 1 (t) = Fz( t) = 0 ，则各质量块的位移分别为

δ13δ1 

δZ3δ1+δ2 

δ33 = ð1 + δ2+δ3 

它们组成了柔度矩阵的第三列。

同时可以看到，如刚度矩阵那样，线性系统的柔度矩阵总是对称的，即岛=品。

现在令 F1 ( t)， F2 ( t) 和 F3 {t) 是随时间变化的动态力。故必须考虑惯性力 -mlf1 ，

-m2L 和 mL ，在此情况下，重写(d) 式，得

X1 δ1 ð1 δ1 F 1 (t) - m1x1 

Xz δIδ1 十δ2δ1+δ'2 I~Fz {t)→ m2JE2 (g) 

工3 1δI 十 δ2δ1 十 δ2+δ'3J lF3 (t) - m3X3 
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如果将质量和加速度阵列分开来放置，则(g)式写成下列展开形式

X1 81 81 81 l r (F1 (t)ì Iml O O 丁 ( XI 

Xz δ1 δI 十 82 δI 十 δ2 F 2 (t) O mz O Xz ~ I (4-5) 

X3 ) Lò"1 δ1 十 δ2 81 +82 十 δ3 F 3 (t) O O •• 
η13 X3 

或更简单地表达为

{X} = [o]({F( t)} 一 [M]{x}) (4-6) 

这个式子表示:动力位移等于柔度短阵与作用力的乘积，所施加的作用力和惯性作用力均包

括在右边的括号内。对于 η 个自由度系统，上式表示 n 个方程组。

为了将位移方程与作用力方程作比较，对(4-2)式求得工如下

{X} = [KT' ({F<t)} - [M] {X}) (h) 

比较(4-6)式和 (h) ，可以得到

[δ] = [K]-1 (4-7) 

为对应于同一系统同一坐标的柔度矩阵 [δ] 与刚度矩阵[K] 式。如果对(4-5) 式中的柔度短

阵[8J 求逆，可通过行列式及矩阵运算，并应用 81=is二 =ls3= 工的关系得到
走1' 走2 走3

去1 十 kz - k 2 0 

阳] - k 2 k2 十走3 - k3 

o - k3 k3 

这刚好是运动作用力方程(4-1)式的刚度矩阵。

对大多数振动系统，运用带有刚度系数的作用力方程是比较容易分析的，但在有些情况

下，用柔度系数的位移方程更为方便。

【例 4- 1] 图 4一 2(a)表示 3 个质量 m， ， 叫 ， m3 固定在一张紧的弦上，各跨距相等，均

为 L，求系统质量在垂直方向的自由振动方程。

ml m, m3 

~+ eS 
/ 

、 L L L L T 

(a) :三质量系统 (b) lnl 上施加单位力

68 

T T 

(c) mz 上施加单位力

图 4-2 一张紧弦上的质量系统

解:根据柔度系数的定义，首先对 m] 施加单位力，于是系统就产生如图←2(b)所示的

变形。设弦的张力 T较大而质量位移较小，故可认为在振动过程中弦的张力 T 保持不变，

质量 m， 的受力平衡方程为

Tsin a ， 十 Tsin a2 = 1 
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由于
δ11 .δ11 

Sln a , -;-一， Sln a究 一一一
1 L' "... -" 3L 

7丁吁 1 1 , 'jr丁吁…
因此有 -i+-iiz1 , 

L ' 3L 
δ3L 

11 - 4T 

根据图 4-2(b)的比例关系得

于是

0'1\ 一 δ21 一 δ31
3L 2L L 

2 ~ 1 
品= δ11 一二
μ 3 ~U 2T 

1 ~ L 
δ" 一δ11 .rr '" 3~u 4T 

由于对称关系，当对m 施加一铅垂方向的单位力时，有

3L ~ ~ L ~ ~ 1 
0'33 δ1\工， δ23 = 0'21 二， δ13 仇=工

.).j .....11 4 Tω1 - 2T' U13 - U31 - 4 T 

对 mz 施加一铅垂方向的单位力时，其变形如图 4-3(C)所示，可得

δ22=L ， δ21δ32 主
2T 

因此得柔度矩阵为

3L L L 
4T 2T 4TI 

13 2 1 
L L L L 

[δ]=|2T 4T 
|2 4 2 T 2T 

L L L Ll 2 3 

4T 2T 4T 

根据(4-6)式，系统自由振动的微分方程为

XI 1 13 2 II Im l O o l (XI ì (0 
L 

4 2 I I 0 o I ~ 1'2 1- = ~ 0 hr+4T |2 m? 

X3 ) Ll 2 3J L 0 O m3J lX3 J lO 

4. 1. 3 拉格朗日方程的应用

/倒7/
r 

多自由度系统虽然可以直接用刚度系数法和柔度系数法来建立系统的运动微分方程，

但是在许多情况下运用拉格朗日方程更为方便。实际上，拉格朗日方程是第二章讲过的能

量法的推广。对于一个守恒系统，系统的动能和势能的总和是常数，即

:/T+U) = 0 

式中 :T 系统功能，它是系统广义速度和广义坐标的函数。

U一一系统的势能，是系统广义坐标的函数。

第二章中已导出单自由度系统的功能和势能为

T=÷时2 ， U = 护2

这个结论推广到多自由度系统，并用广义坐标表示为
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(a) 

、
‘
，
，
，

LU 
'
'
飞

-
n的
矶

.GAGa mh n
Z川
n
2月

"
2
丁
2
月

1-21-2 

一
一
=

TU 

写成矩阵形式分别为

(c) T=扫}T[M]{q}

(d) U = ~ {q}T[K]{q} 

对动能和势能分别进行全微分，可得

(e) 

(0 

←主[击(主)若Jdq
E=zzfdqz 

(g) 

、
、
，
，
，

'h 
，
，
‘
、

根据机械能守恒定律，可得

d f 'T' I Tn _ ..;:飞1" d f δT 、 δ'T I aul 
干(T+ U) = ): I ';' {~~ 1一一+一 Ida， = 0 
dt 纣 Ldt 飞 aq'i J aqi' aqi J ￥ 

因为 n 个独立广义坐标是独立的，且 dqi 不可能全等于零，因此上式成立的条件为

d faT 、 δT I au ^ 

dt 飞句-J aqz l aqz V 

当系统上还作用有除势力以外的附加力时，其他外力 Qi 在 dqi 上所做的功为

(i =1 ， 2 …的

dW = ~Qidqi 

令 jt(T+U) = dW 可得

d f δT 、 aT I au 
;~ (一一)一一一+ =QS 
dt 飞δqi J aqi I aqi 

式(4-8)就是拉格朗日方程，式中是除有势力以外的所有外力，其中包括阻尼力，阻尼力可
表示为

(4-8) 

Q.. =→ ~Cijq 

E例 4-2]】 用拉格朗日方程求图 4←-1 所示的自由振动微分方程。

解:设各质量 m) ， m2' m3 离开平衡位置的位移分别为坷，岛 ， X3 并把它们作为广义
坐标，则

T=tωJi+m2d+m34) 

U=扫lzf 十 kz (工2 一冉冉走3(X3 -X2)2 

aT _ ___ _. aT . aT 
a:-mIZl , 5;=md2 , E;=mz3 

β/主T\ 一…旦 d f δT\ _ d/aT 、
面飞出/ 川).:.(;) ，趴磊~)= m山'面回~)=m3X3
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δ'T _ f\ ðT _ f\ ðT _ f\ 
一…. . . . 
az1'az2'az3U 

严 = (k 1 + k 2 )X1 - k2X2 
dX1 

严=- k 2X 1 + (k2 + k 3 )x2 - k 3x3 
d X 2 

严=- k 3X 2 + k 3X 3 
d X 3 

根据拉格朗日方程，图 4一 1 所示系统的自由振动微分方程为

m 1.i\ + (k 1 + k 2 )X1 - k2X2 = 0 

m2 X 2 - k 2x1 + (k 2 +也 )X2 -k2X3 = 0 

写成矩阵形式为

m1 O O 

O η12 O 

O O m3 

m3X3 - k3X2 + k3X3 = 0 

" X1 

" X2 

X3 

+ 
是 1 +k2 -k2 

-k2 k 2 +k3 

O -k3 

该方程与式(4-1)对应的齐次方程是一样的。

O X1 

-k3 
X2 

k3 X3 

/ω/ 

O 

O 

O 

E例 4-3) 图 4-3 表示串联在一起的数学摆，且 LI = L 2 = L3 = L , ml = m2 = m3 = 

m ， 试用拉格朗日方程建立系统的运动微分方程。

m. 
ml (仇-81) (仇-8á(l!)

m3 (a) (b) (c) 

固 4-3 串联鼓掌攫模型 回 4-4 攥锺的速度分解回

解: 3 个摆在某瞬时的位置用 3 个与铅垂线的夹角。1 、O2 和 03 表示，用速度合成法把 3
个摆锤的绝对速度图解于图 4-4，得各速度分别为

vi = (LØ 1 )2 

v~ = (L81)2 + (L8 2)2 + 2V0102COS (02 一 θ1 ) 

句 V((}i+的 +201 02) = V(Ó1 + θ2 )2 

v~ = ifz + (L8 3 )2 +2V2(L83)COS (03 -02 +01) 

~ V(OI +02 十 θ3 )2 



用应与论理动振械机/例/

故系统的动能为

T=年[èf + (&1 + &2川 (dl 十 d2 十 dJ]

系统的势能为

U = 3mgL(1- cos (}1) 十 211啄L (l一 cos (}2 )十 mgL (1 - cos (}3 ) 

把 {}1 , {}Z , {}3 看作广义坐标，利用拉格朗日方程，可得相应于 3 个坐标的运动方程

3mL Z()I 十 2mL{} 2 + mL{} 3 + 3mL{}1 = 0 

2mL201+2mL02 十 mL83 +2mLθ2=0 

mL 2 () 1 + mL8 2 十 mLθ3+ mL83=0

写成矩阵形式为

。11 P 0 ol f 81 

8z 1+ mgL 10 2 0 I 才 82
83 j LO 0 1J l83 

从以上例子可以看出，用拉格朗日方程法建立系统的运动方程较为规范化，对复杂系统

只要写出系统的动能和势能，建立的方程不易出错，这是拉格朗日方程的优点。

O 

O 

O 

1 

1 

2 

2 mL 2 2 

1 I 1 

率和主振型4. 1. 4 

1)固有频率

已知无阻尼的 n 自由度系统的自由振动微分方程具有下述一般形式

1、 1k 1" 
• • • 走 12

(4-9) = {O} 
工
.

走2n••• 走22

k ll 
走21

+ 

x" 是 .. , ••• 走，，2k ,,1 

"2"Z···"I 
mlll 

••• η112 mll 

m21l ••• m22 mZI 

• • • 

m'BI ••• m ,,2 '[n,,1 

式中 η'l ij 二 mj;' k ;j =k j ; 

(4-10) [M] {.f}十 [K]{x} = {O} 
设上式的解为

( 4-1 1) Zz z Az (sin ωJ 十 cp) (i = 1, 2…n) 

即假设系统偏离静平衡位置后作自由振动时，各 x; 在同一固有频率ωη ，同一相位角 ψ 作自

由振动，式中人表示 x; 的振幅。将所设解代人(4-9)式得

(K ll -MllW~)Al + (K 12 -Mlzw~)儿十…十 (kln-Md)An=O

(K21 - M21w:' )A1 + (K22 一 M22W~)Az + …十(凡，z-M2叫)An=O
(4-12) 

A 

(Knj - M，叫 )A j + (K"z - M，，2W~ )Az 十…十 (km-Mmd)An=O
用矩阵形式表示为

[K]{A} ω:'[M]{A} = {O) 

式(4-12)或式(4-13)是一组 AZ 的 n 元线性齐次方程组，其非零解的条件为系数行列
式必须等于零

(4-13) 
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一σ

h11-mudh12-mw: 是 1" -ml剧

走 2 .. 2 " 2 21 - m21ω~ k 22 - m22ω，2...k2n-m2napn 
(4-14) ••• 

h 2 , 22 
nl-mnlω11 Rn2 - m1l2ωn … k"， - m'1I1ωn 

上式称为特征方程，即频率方程，其展开后可得 ω; 的 n 次代数方程

ωd:n+"向lωd:??(h怔..--刊「

对于系统仅在平衡位置附近作微小振动的正定系统来说，从(4-15)式可解得 ω4: 的 n 个大于

零的正实根，我们称 ωd2 的 n 个根为特征值，也就是多自由度系统各阶固有频率的平方值，在

大多数情况下，这 η 个频率值是不相等的'可将其从小到大按次序排列如下

0<ω，， 1 <ω，，2 <…〈 ω..，-1 <ωm (4-16) 

2) 无阻尼自由振动的一般解

在求得各阶固有频率叫后，从式(4-12) 中划去不独立的某一式(如最后一式) ，并将其

余的 n-1 个方程式中某一相同的 Az 项(如 A" 项)移到等式右边，把ω;(j=1 ， 2…n) 值代

入 ω2 ，可得如下方程组

(hll-mM;)AI+(走12mw;)A2+ …+ (klrr- I - ml..--Iω;)Arl 

二 (k 1n -m叫 )An

(h21-mM;)AI 十(走22mm;)A2+ …+ (k 2..--1 - m2..--1ω;)Ar1 

=-(走?"-m?"402)A，
-_. 11) " 

•••••• 

(hr11-mrl14)AI 十 (k..--12 - rn..--叫 )A2 + …十 (k，r- I..--I - m..--lrr- l ω;)Arl 

=一 Ckn-In -m"叫 )An

( 4-1 7) 

这样就可以对儿， A2… An- I 求解，若式 (4 一 17)左边系数行列式值为零，则要另选其他人

项移置右端。显然，求得的各 AZ 值(i=l ， 2…n- l)都与 A" 成正比，这样我们就可求得对

应于固有频率叫的 n 个振幅值AY ， 4J) …Ar〉间的比例关系，称为振幅比。这说明当系

统按第 j 阶固有频率ω"做简谐振动时，各质点振幅值 AY ， AY〉… AY) 间具有确定的相对

比值，或者说系统有一定的形态。对应每一个特征值的振幅向量称之为特征向量。由于特

征向量各元素比值完全确定了系统振动的形态，所以又称为主振型。

将求得的固有频率叫及振幅Ajy)(i ， j=1 ， 2 … n)代回 (4一 11)式，就得 n 组特解，将这

n 组特解叠加，就得到系统自由振动的一般解，即

ZI=A;1)sin(ωnlt+CPI) +Ai飞in (ωn2 t 十件 )+… +AY)sin(ω，，，， t + ψJ 

X2 = A~气in (ωnl t + 机) + A~2) sin (ωn2 t + cpz) +… +A;dsin(ωnn t + 机)
(4-18) ... 

Zn=A;υsin (ωnl t + 伊I )十Afsin(ω'12 t 十件)+… +A:05in(ω/U， t + 机)

由于对于同一阶固有频率叫，各AY ， AY) … AY) 之间有确定的相对比值，只要其中某一值
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一一 一

已确定，则其他幅值也随之确定，故有 n 个确定振幅的待定常数，另外还有 n 个待定常数

户，件'于3…驴'n •故其有 2n 个待定常数，而 n 个二阶常微分方程组刚好有 2n 个初始条件，可

以唯一地确定一般解中的 2n 个待定常数。

3) 主振动

如果系统在某一特殊的初始条件下，使得待定常数中只有 Ajl}10，而其他 42)=

43〉=… =A;n)=O 则由式(4一 18)所表示的系统自由振动的一般解仅保留第一项，成为下

列特殊形式

Z1=Ai~in(ω，， 1 t + 9'1 ) 

X2 = A~υsin (ωnl t + 机)
••• 

Zn=A;1)sin(ω.1 t + 9'1 ) 

(4-19) 

这时每一坐标均以第一阶固有频率 ωnl及同一相位角伊I 作简谐振动，在振动过程中各振体

同时经过平衡位置，也同时达到最大的偏离值，各坐标值在任何瞬间都保持固定不变的比
值，即恒有

iL=iL=Zn 
A;1> A;1)A;1) (4一 20)

因此列阵{Aω}各振幅元素比值完全确定了系统振动的形态，称为第一主振型，由 (4-19)式

描述的系统的运动，称为系统的第一阶主振动。第一阶主振型列阵表示为
A;1) 

A~I) 
{A (1) } = f '2 ~ (4-21) 

• • • 

A~l) n 

类似地，当系统在某些特殊的初始条件下，还可产生第二阶，第三阶……直到第 n 阶的

主振型和主振动。其相应的主振型列阵为

A~2) 1 A;3> Ar 
A~2) 

, {Aω}= Ar • {Aω}= 
A~'。

{Aω} = ~ ""2 2 ~ (4一 22)
• • • • • • • • • 

A~2) n A~3) n A~n) 
" 

当系统作某一阶主振动时，各坐标振幅的绝对值大小由系统的初始条件决定，但各坐标

间振幅的相对比值只决定于系统的物理性质，即由系统的质量矩阵 [M] 和刚度矩阵[K] 中

各元素的值所决定。因此我们不必求出具体初始条件下系统作某一阶主振动时各坐标幅值组
成的主振型的具体数值，而可以任意规定其中某一坐标的幅值，例如，对第一阶主振型来说，如

~l)芋 0，可规定~l) = 1 ，这样其他各Ar ，41) … A己的值也就由 (4-17)式确定了。

如果系统的运动方程是通过柔度系统来建立的，则与(4-6)式相似，系统的自由振动微

分方程具有下列形式

{X} 十〔δJ[MJ {Ï} = {O} (4-23) 
展开得
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一一

X1 .0'11 δ12 …O'I"l rM11 M12 

••• 

此11" •• X1 

M2" 
•• 

(4-24) 
X2 I 

= {O} 
• • • 

X2 I , Iδ21 

:||: 
δ22 … 0'2" I M 21 M 22 

X. ) 虱I 乱2 …坑..J L M"1 M"2 … M ,., J lx. 
设其解仍为(4-20)式的形式，将其代入(4一23)式并将全式除以 ω;(ω; 手 0) 可得

主 {A} 一[证明{A}={O} (刊5)
w n 

nu 
n
υ
 

为

1
-
2纠

程方征特

O 
'Ei 

• --AU δ.1δ.2 

δ11 Ôl? … δ，- , 
U UJnJfM11MlZMln 

可. I M 21 M 22 M 2• 

M , Mo M 
Sm l 」 ni um 

••• 
nu -- (4-26) 

O 
nu -

-
2叫

δ21δ22 

••• 

2 
αJ n 

展开后可得主的 n 个代数方程，由此可求得毛的 n 个值，取其倒数即可得到 ω; 的 n 个
臼Jn α， n 

特征值，将主的 n 个根代回 (4-25)式，可求得 n 个特征矢量。由于振动方程(4一切式与
w n 

(4-10)式是可以互换的，因此，对于相同的广义坐标，不论采用哪种形式的振动方程，求得

系统的固有频率和主振动总是相同的。

对于一个多自由度系统，如果选择了两种不同的广义坐标，则特征方程的形式也各不相

同，但其展开后的代数方程都是相同的，因而求得的固有频率值是相同的。因为一个系统的
固有频率完全由系统的固有物理性质(惯性、弹性〉所决定，绝不会因广义坐标的选择不同而

改变。而与各阶固有频率对应的主振型值，随广义坐标选择的不同而不同，这种差异就是同
一种运动形式从不同的广义坐标来观察所产生的。一个系统的固有频率和主振型完全决定
于系统本身固有的物理性质。

E例 4-4] 在图 4-5(a)所示弹簧质量系统中，走1=3是，走2 役，走3 = k ; m1 = 2m. 

m2 =1. 5m ,m3 = m ， 求系统的固有频率和主振型。

解 z 取三质量各自偏离平衡位置的位移 Xj ，Xz 、工3 为广义坐标，则系统的质量矩阵[M]
和刚度矩阵[K] 可由 (4一1)式中质量矩阵和刚度矩阵求得

2m O O 

[M] = O 105m O 

O O ηz 

3k+2k -2k O 5k -2k O 

[K] = 一 2k 2是 +k -k -2k 3k -k 
• O 是 走 O 一是 是
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...... ,. • • . . • . • • • • • • • • • • • • • • ... ..币1τ ττ丁币 1 

1 
0.648535 

(a) 主自由度弹簧质量系统 (b) 第一阶振型

2.439628 

-2.541936 1 

nud 

ω
-
J
 

FOE OT PO-
n
υ
­

-
±
π
 

03 
0
。
"' CU AU 

l 

(c) 第二阶振型

图 4-5

(d) 第三阶振型

三质量弹簧系统振型示意

则自由振动微分方程为

m O O •• r 5是 -2是 O 工1

•• 十 -2k 3是 -走Xz 

•• O -是 走X3 

Xl 

o 1. 5m 0 

o 0 m 

Xz ~= {O} 

X3 

设其解为
, 

Zz=Azsirl(ωnt + cp) 

代人微分方程式得

(i= 1, 2 , 3) 

(5是一 2帕，;)Al-jM2=O

-2的1 十 (3k -1. 5mw!)A2 一的3=0

- kA z + (是 -nzo;)A3=O
(a) 

其特征方程为

2走 O 

-k 1=0 3是-1. 5阳:

-k h 一阳;
展开并化简后得

ψ3 - 5.5 三叫 )2 十 7. 5 (三 )24-2(去 f =0 

用数值解法求得 3 个根为

ω:1 = O. 351 465 生， ωf?=1.606599 主， ω二= 3.541936 主
In .- m 川 m

ωnl = O. 5川叫主， ωn2 = 1. 267 517A /主，如= 1. 882 00扣一
1ft V m 叫丁vm

划去(a)式第三式，并将儿项移至等式右边，得

(5卜 2η钮，;)Al 一 2的2=0

-2的1 十 (3卜1. 5叫)A2 = 的3
(b) 
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将 ω;1 二 0.3川咛代人，并令 A~1l = 1 ，得

4. 297 07 A;1l - 2A~1l = 0 

2A; 1l + 2. 472 803A~1l = 1 

解得 A;ll = O. 301 850 , A~1l = 0.648535 

同理将 ω;2'43值代人(b)式，并令 Ai2 ) = 1 , A~3) = 1 ，分别可解得

A;2) =- O. 678 977 , A~2) =- O. 606 599 

A;3) = 2.439 628. A~3) =- 2.541 936 

对应于 3 个固有频率叫1 ·叫2 ·ω，，3 的主振型为

0.301850 0.678977 2.439628 

{A (1)} = ~ 0.648 535~ ， {Aω}= 斗 O. 606 599 ~. {Aω}= 斗- 2.541936 

J l 1 J l 1 

/<朋/

各阶振型值用折线示于图 4-5(b). (c). (d) 中，这种图形称为振型图，表示各坐标间的相对

{Îl移。

前面已指出，正定系统的各国有频率值均不为零，并且已讨论了各固有频率值互不相等

的情况。有些正定系统的固有频率值中会发生其中两个或几个彼此相等的情况，即系统的

特征方程(4-15)具有 ω2 的重根。另外，半正定系统，即有刚体位移的系统，各固有频率值中
一定会出现零值，即特征方程具有零根。

正定系统的各阶固有频率恒取正值，绝不可能取零值。固有频率取零值的情况只能在

半正定系统中出现，反之，半正定系统一定会出现零值的固有频率。

任何盘轴扭振系统如支承允许轴自由转动都是半正定系统。从物理意义上说，这个零

值的固有频率对应的系统运动，是系统没有弹性变形的，是离开原来平衡位置的整体的刚体

运动，而不是围绕平衡位置的简谐运动。为了进一步加深理解，下面举一个三圆盘的扭振系
统例子加以说明。

E例 4-5】 图 4-6(a) 所示系统，三圆盘转动惯量均为].其间两段轴的扭转刚度为走，

求系统的固有频率和主振型，并对所求结果进行讨论。

J K J K J 

Bl B2 B3 

(a) 力学模型 (b) 一阶振型

1 1 

1 
。

(c) 二阶振型 (d) 三阶振型

图 4-6 三圆盘半正定系统

解 z 采用能量法建立运动方程，系统的动能为
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一·一.. ...... . . . . . . . . . . .. .. .-.-. ,-

T=÷(Mi+腕 +M
势能为

u = ~ k[(矶一仇川(仇 -83 )2 ] 

代入拉格朗日方程后可得自由振动方程

]8 1 + kf)1 - kf)2 = 0 

]8 2 - kf) 1 + 2kf)2 - kf)3 = 0 

]8 3 -kf)2 十蚓3 = 0 

设其解为 民 =Asirl(ωnt+cp) (i =1.2.3) 
将所设解代入(a)式后得

(k - J，ω:)AI-KA2=O 

- kA 1 + (2k - J，ω;)A2-KA3=O 

-kA 2 + (k- J，ω;)A3=O 
其特征方程展开并简化后得

故

将 ω.1 = 0 代人(c)式，得

ω! (ω! - ;)(ω;-jP)=O 

2 _ (\ 2 k 2 3k 
ω- \ I _ '.1 '.1_ 

nl ~ 7 町，且2 J' ~n3 ] 

叫1 = o.ωd 气1; · ωn3子

KA;1〉一的;1〉 =O

_kA~l) +2的;1〉 -KA;1〉 =O

_kA~l) +的;1)=O

令 41〉 =1，则通过(c)式，可求得
A;1> =A;1)=A;l}=1

E丁..-. • • • • ... '"丁丁 e τ丁飞.一

把 ωd和 ωd分别代人(b)式，并依次令 42〉 =1 ， AY〉 =1，可分别解得

Aj2> =-L AF)=O 

A;3〉 =1 ， AF〉=一 2

因此对应于 3 个固有频率ω础，ωd和 ω础的三阶主振型分别为

{A川= ~ 1~. {A叫= ~ o~. {A叫 =~-2
1J l 1 J l 1 

(a) 

(b) 

(c) 

其振型图分别以图 4-6(b) 、 (c) 、 (d)表示。对应两个非零值的固有频率叫2和 ωω系统的主
振动为

Oz=Aj飞in (ω，，z t + cpz) 

Oz=Aj飞in (ωn3 t + 件)
(i =1.2.3) (d) 
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对于ω1=0 的情况，系统不再在平衡位置附近作简谐振动形式的主振动，而是按

()i=A;1l<t +r1 ) (i=1, 2 , 3) 

这种可以无限远离平衡位置。 =0的刚体转动的运动规律(其中Af) 及n 为待定常数)o(d)

式的解即两个简谐振动的主振动的解叠加，-共有 6 个待定常数，仍然是这个系统自由振动

的一般解，根据初始条件可以求得这些常数。

从物理意义上来说，在半正定系统某一点上施加以作用力后，通常系统将无法维持平衡

而产生刚体运动，因此柔度影响系数及柔度矩阵[δ]没有意义。所以，半正定系统只能用刚

度矩阵[K]建立运动方程。用柔度矩阵[δ]建立运动方程的方法，只适合于正定系统。

4.2 主坐标与正则坐标

4.2.1 主振型的正交性

一个 n 自由度系统具有n 个固有频率ω 和n 组主振型{A(仆 }(i=1， 2 … n) 。现在来分

析两组主振型之间的关系。已知对应于固有频率 ω，和 ω 叹的主振型 {A (i) }及 {A (j) }根据

(4一 13) 式应分别满足下列两个方程

[K]{A (i)} =ω~"[M]{Aω} 

[K]{A川 =ω;[叫{A(j) } 

将(4-27)式等式两边前乘{A (j) }的转置矩阵{A(川 T，得

{A(j)}T[K]{A(i)} = ω2{A{y)}T[M]{A的)

将(4-28)式等式两边前乘{A(勺的转置矩阵{Aω)丁，得

(叫Nμω川z仆门叩}斗}川T气[K町]{A(川 = ω〈; {叫A(矿A(i)ω川gο勺γ)丁)川T气[叫(ωA(ψyρ) 

由于[M]和[K]都是对称矩阵，故
{A (j) } T[K] {Aω} = {A(仆}T[K] {A (j) } 

{A(勺T[M]{A(仆} = {Aω }T[M]{A(j)} 

因此将(4-29)式减(4-30)式后得

(ω; 一 ω;){Aω }T[K]{Aψ}=o

在 ω; 手 ω; 的情况下，必然有

{Aω} T[M] {A (j)} = 0 

代人(4-30)式，得

(4-27) 

(4一 28)

(4-29) 

(4-30) 

(4-31) 

(4-32) 

(4-33) 

{Aω }T[K]{A(j)} = 0 (4-34) 

(4-33)式和(4-34)式表示不相等的两个固有频率对应的两个主振型之间，既存在着对质量

短阵[M]的正交性，又存在着对刚度矩阵[K]的正交性，统称主振型的正交性。
若 i =j ，则(4-33)式为

{A (i) } T[M] {A (i)} = M
i 

(i = 1, 2 … n) 

MZ 称为第 i 阶主质量(模态质量)， (4-34)式成为

{Aω }T[K]{Aω} = Ki ci = 1, 2 … n) 

KZ 称为第 i 阶主刚度(模态刚度)。

(4-35) 

(4-36) 
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在 i=1 的情况下，根据(4-29)式可得

2 { A (iJ } T L K] {A (i) }KE 
ω"i {A (i) } T[M] {A (i) } M i 

由 (4-37) 式可以看出系统的固有频率随刚度与质量的变化趋势。当系统的刚度增加，

K 值也增加，4 增加，固有频率恒提高;反之，固有频率值降低。当系统质量增加，ME 值也增

加，ω; 减小，固有频率值降低;反之，固有频率值提高。这种固有频率随刚度与质量的变化趋

势，不论系统的自由度多少，总是存在的。

如果一个正定系统的特征方程(4-15)求得 n 个ω2 的根中，有两个或几个彼此相等，则

对应这两个或几个固有频率，它们的主振型是不确定的。对于这种情况可以根据如下两个

特点构造振型向量。

(1)对应于两个或几个彼此相等固有频率的特征矢量与相应于非重根的特征矢量是相

互正交的。

(2) 若系统的质量矩阵[M]和刚度矩阵[K]是对称的，则这些与重根相对应的特征矢量

间也是相互正交的。

当正交系统具有 r(>2)个相等的固有频率时，我们可以以上两个特点求得任意 r 个独

立的主振型，对它们再进行一定的线形组合，总可以选出 r 个彼此独立又正交的主振型。

对应于正定系统的 r个相等的固有频率及选取的 r 个独立又正交的主振型，存在着系

统的 r个主振型，其形式都是如 (4-19) 式所表示的简谐振动，它们之间虽然频率相同，但振

幅和相位角却是相互独立的。每个主振动具有两个待定常数，因此前述正定系统自由振动

的一般解的形式 (4-18) 式仍然有效。

(4-37) 

4.2.2 振型矩阵与正则振型矩阵

将相互间存在正交性的各阶主振型列阵依次排成各列，构成一个 11 X n 阶的振型矩
阵，即

[A p ] = 

A;l)Ar … Ar) 

A;l)A;2) … AY>

••• (4-38) 

41)Af) AY) 

[ApJ 的每一列是一个主振型列阵 {A(勺， i 1, 2 … η。这样我们就可以把式 (4 - 33) 和

(4-35) 式合并成一个式子，即

[ApY[M][A p] = [MpJ 

式中[Mp ]是一个对角阵，称为主质量矩阵。
此11 0 … O 

o M? 
[MJzl·" 

(4-39) 

(4-40) 

o 0 … M 

同理，将(4-34)式(4-36)合并成一式，得

[ApY[K][Ap] = [Kp] (4-41 ) 
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[Kp ]也是一个对角阵，称为主刚度矩阵。

Kl O '" O 

O K? • • • O 
[K p ] = I : (4-42) 

• • 

O O '" K" 
由于主振型列阵只表示系统作主振动时各坐标间幅值的相对大小，只要选定该列阵中

的任一个元素值，其余各元素值就相应地确定了。因此，如果我们适当地选取这个元素，使

之满足 {Aω}T[M] {矿i)} = 1 。则给计算带来很大的方便，这组特定的主振型称为正则振

型，记为 {A~) } ，则上式可写成

{A~) }丁 [M]{A~)} = 1 (4-43) 

正则振型{A~) }可以用任意主振型 {A(仆}求出，令{A;))=f(KE〉}代人式(4-4叫得

Ci =+/曰， (取正负号均可) (4-44) 

则 {A~)} = 一毛二{A(i)}
… 土飞 Mi

同理可求得 n 个正则振型列阵 {A~)}(i 二1， 2 …的。

将所有 n 个正则振型列阵 {A~)} ， {A~)} … {Aγ}依次排列在一起，就构成了一个

n Xn 阶的正则振型矩阵[AN ]

(4-45) 

[A N ] = 

A~~) 
λ7 

AM 

山
川
刊
〕M

AA 
ANl 

A:川
Nl (4-46) ••• 

A~l) 
:'Ùl 

UUM A 
Ah 

由于正则振型只是主振型中特定的一组，因此，它也满足正交性关系，即满足 (4 - 33) 、

(4-34)式，根据式(4-43)的条件，可知用正则振型矩阵[AN ]按照 (4-39)式计算得到的正则

质量短阵[1]，即[MN ]是一个单位矩阵[口，即

[ANY[M][AN] = [MN] = [1] (4-47) 

式中，

一
­

M
叫

1 0 

o 1 

O 
nu ---

(4-48) 

o 0 … l 

用正则振型列阵{A~) }代入(4-37)式，再根据(4-43)式可得

{A~)} T[K]{A~) } KNi 
'--j 'l I r,.....--...J'--J'<I '旦 = KNi (i 一1， 2 … n) (4-49) 
{A~)}T[M] {A~)} 1 ".'1.一

正则刚度 KNi等于固有频率平方值ω; ，因此，用正则振型矩阵按(4-42)式计算的正则

刚度矩阵[KN ]其对角线元素分别是各阶固有频率平方值，即

[ANY[K][A川] = [KN (4-50) 
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一…

K N1 
2 O O O O α)111 ••• ••• 

O K N2 O O 2 O ••• 白』Ft2 • • • 
[KN ] = (4-51) 

• • • • • • 

O O • • • K N .. O O 2 
••• 臼，,.. 

【例 4-6] 用例 4-4 的结果，求振型矩阵[Ap ]及与它对应的主质量矩阵[Mp ]、主刚度

矩阵[Kp] ，再进而求正则振型矩阵[AN]及正则刚度矩阵[KN] 。

解:利用例 4-4 中求得的 {A (J) }、 {A(2)} 、 {A (3) }按定义可得振型矩阵[Ap ]为
o. 301 850 - O. 678 977 2.439268 

[Ap ] = 0ω535 - 0.606 599 - 2. 541 附

1. 000 000 1. 000 000 1. 000 000 

主质量矩阵

O. 301 850 O. 648 535 1. 000 000 

[Mp] = [ApY[M]旧-0.678977 一 0.606599 1 川00 I • 

2.439 268 - 2. 541 936 1. 000 000 

O. 301 850 - 0.678977 2.439 268 

O. 648 535 - O. 606 599 - 2. 541 936 

2m o 0 

O 1. 5m 0 

o 0 

1. 813 124m 

O 

O 

mJ L1. 000 000 

O 

2.473965m 

O 

1. 000 000 

O 

O 

22.595120m 

1. 000 000 

主刚度短阵

O. 301 850 0.648535 1. 000 000 

[Kp] = [ApY[K][Ap] = - 0.678977 0.606599 1. 000 000 1. 
2.439268 一 2. 541 936 1. 000 000 

5k -2k O O. 301 850 一 0.678977 2.439268 

-2k 3k h 0.648535 一 0.606599 一 2. 541 936 

O -k h 1. 000 000 1. 000 000 1. 000 000 

0.637249是

3.974669是

80.032610k 

按(4-45)式可求得

c! =/M! =,jI. 813 124m = 1. 346 523 rm 
C2 =/M2 =/2.473965m = 1. 512 884 rm 

C3 =/M3 、/22. 595 120m = 4. 753 496 /百

按(4-46)式求出各阶正则振型列阵，然后它们依次排列可得正则振型矩阵[AN]为

1-S A 
一 0.431677

- 0.385660 

0.635775 

O. 513 228 

一 0.534 751 

0.210371 
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口

正则刚度矩阵[KN]为

0.224170 0.481637 0.742654l r 5k -2k O 

[KN ] = 、 L77Z |0.431677 一 0.385666 0.635 775 门 -2k 3是 - k 1. 

O. 210 371J L L 0.513228 一 O. 534 751 O -k h 

0.224 170 一 0.431 677 O. 513 228 

、 Lyn |0.481637 - 0.385660 0.534751 

Lo. 742 654 0.635775 0.210371 

0.351465 主 O O 
m O O 

,,1 

O 1. 606 599 主 O O 2 
O α)，，2 m 

3. 541 936 主| LO O 2 
O O W ,,3 

m 

4.2.3 主坐标与正则坐标

由上可知，利用振型矩阵[Ap ]可以使质量矩阵和刚度矩阵变换成对角矩阵形式，因此

也可以通过主振型与振型矩阵，简化系统运动方程的形式。

已知系统自由振动微分方程的一般形式为

[M]{x} 十 [K]{x} = {O} 

由于[M]和[K]一般不是对角矩阵，因此上式是一组相互藕合的微分方程组。

如事先已求出系统的固有频率和主振型，利用振型矩阵[Ap ] ，可将系统原有坐标{X}变

换成一组新的坐标{Xp } ， 即定义

相应有将

(4-54)式写成展开形式为

{X} = [Ap ] {xp } 

{X} = [Ap] {xp} 

(4-52) 

(4-53) 

••• • •• 
• •• 

Af A;2) A;">

41 >

十 Xpz
Ar +… +Xp" 

Ar 
= Xp1í • • • • • • • • 

A~!) A~2) A~") 
" " " 

X2 

A;1)A;2) … A~叮 I X p1 

A~!) Ai2 ) … A~n) 11 Xpz 

XI 

Z n 41〉 Ar … A~n)J I X p" 

即 {X} = X p1 {A(J)} +Xpz {A(2)} + … +Xp" {Aω} (4-54) 

可以看出，原先各坐标岛 ， X2… Z 任意一组位移，都可以看成是由 n 组主振动按一定

比例组合而成的，这 n个比例因子就是 n 个新坐标Xp1 ,Xpz... X队的值。这组新坐标{Xp }称

为主坐标。如果 Xp1 =1 而其他 XPi各值都为零，则由 (4一54)式得

{x}=l. {A(J)} +0. {Aω}+ … +0. {Aω} = {A(!)} (4-55) 

说明此时系统的各坐标值{X}正好为第一主振型{A(J)} ，这就是第一主坐标取单位值的

几何意义。其他各主坐标值的意义也类似。总之，每一主坐标的值等于各阶主振型分量在

系统原先坐标值中占有成分的大小。

将(4-52) 、 (4-53)式代人(4一 51)式，得

[M][Ap ] {圭p} + [K][Ap]{xp} = {O} 
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将此矩阵前乘[ApY ， 得

[ApY[M][Ap] {Xp} + [ApY[K][Ap]{xp} = {O} (4-56) 

[Mp] {Xp} +[Kp]{xp} = {O} 

由于主质量矩阵[Mp]和主刚度矩阵[Kp ]都是对角矩阵，因此用主坐标描述的系统的
运动方程式(4-56) 中，各方程之间已互不捐合，其展开形式为

M 1xP1 + K 1x P1 = 0 

MJP2 十 KZxp2 = 0 
••• (4-57) 

M"x ['"十 KJHt=O

上述方程可如单自由度那样来求解，因此，使用主坐标来描述系统的运动是十分方便的。
如将(4-52)式两边前乘[ApY[M]后得

[ApY[M]{x} = [ApY[M][Ap]{xp} = [Mp]{xp} 

故有

{Xp } = [Mp]-I[ApY[M]{x} (4-58) 

根据此式很容易由原先坐标{x}求得{xp} .因其中[Mp ]-1 只要将[Mp]对角线元素取倒数后
即可求得。从(4-58)式与(4-52)式比较可得

[ApJl = [Mp ]一 1 [ApY[M] (4-59) 

由于正则振型也是一组(特定的)主振型，因此也可以用正则振型矩阵[AN ].将系统原
有坐标{xN }变换成一组新的坐标{xN L {xN }称为正则坐标，按(4一 52)式的定义有

{x} = [AN]{XN} (4-60) 

则运动方程(4-51)可写成

[M][Ay]{x
N

} +[K][AN]{XN} = {O} 

将此式前乘以矩阵[ANY 得
[ANY[M][AN ] {儿}十 [A"Y[K][AN]{XN } = {O} 

[{XN} +[KN]]{x叫} = {O} 

系统的运动方程呈如下形式
2 ~ 

z 一「 ω X... = u Nl \...v 111 '""-- N 1 ..., 

2 ~ 
I 寸一 α) nX..n U N2 ......,,,2........ N2 

..... 

••• (4-61) 

JEM 十 ω2Iu=O 
lWI "11 i 'fl l 

采用正则坐标来描述系统的自由振动，可以得到最简单的运动方程的形式。另外，由于
与正则振型对应的正则质量矩阵 [MN] =[1]，故[MN]-1 = [1]

-1 
= [口，利用(4-60)式，可

以得到由原来坐标{X}求得正则坐标的表达式为
{XN} = {MN}-I[ANY[M]{x} = [I][A"Y[M]{x} = [ANY[M]{x} (4-62) 

此式可看成是(4-62)式的求逆，故有

[A'I]←l 二 [ANY[M] (4-63) 
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4.3 多自由度系统对初始条件的响应

4.3.1 无阻尼系统对初始条件的晌应

对于多自由度系统，其自由振动微分方程是 n 个二阶常微分方程组成的方程组。给定

了 2n 个初始条件，就完全确定了方程的一组特解，这组特解就是系统在此初始条件下的响

应。我们前面所讨论的方法是先求出运动方程的一般解，然后用 211 个初始条件确定一般解

中 2n 个待定常数值，从而求得这组特解。根据系统自由振动微分方程，我们已经求得正定

系统的自由振动的一般形式，即如 (4-19)式所示的由 η 组简谐振动成分的主振动叠加而成

的→般自由振动形式，其中固有频率和主振型由系统的惯性及弹性性质所确定，与系统各坐

标特定的初始值无关。为了确定系统自由振动一般解中 2n 个特定常数，可根据给定的 2n

个初始条件工10' .T20 … X"O及￡ 10't20 … t闹，求解联立方程。这种联立方程的求解并没有

原则上的困难，但有一定的计算工作量。如利用主振型或正则振型，并通过系统原坐标与主

坐标或正则坐标的坐标变换，就可以避免求解联立方程，充分体现了振型叠加法的长处。这

种求解过程常称之为振型分析或模态分析。

为此，在求出系统的故有频率及主振型、正则振型后，利用 (4-60)式建立系统原有坐标

与正则坐标之间的坐标变换，用正则坐标 INl'IN2...ZNt表示系统自由振动微分方程为(4

61)式，对于正定系统，由 (4-63)式很容易求出各正则坐标的→般解为

INZ=AzCOSω，，; t + BiSin ω，，J ci = 1, 2 … n) (4-64) 

待定常数人、Bz 可以由初始时刻/t = 0 时.各正则坐标及其速度的初始值 .TNiO 、 jyao表示，这
与单自由度系统中由初始条件决定待定常数的方法是一样的，利用上述初始条件求出待定
常数后， (4-62)式可表示为

γ 

.TNi .T NiO♂川C∞OS (叫 t什+
....0.- Ni旦气S纣in川ω叫叫，，;f (υi = 1 , 2卜.…..丁咐n川) 
-、'IU

(4-65) 

这样，剩下的问题是如何由原坐标的初始条件求出各正则坐标的初始条件了。利用
(4-64)式，可求得正则坐标的初始值为

{.TN } t~O = [A N Y[M] {.T} I~ 。 (4-66) 

l!P 
.T 

.'110 A:1.) A:1: … A~1 ) 
,'11 ' 'N2 • 

','1" 

••• • •• 

m 12 
• • • m lll .T 1O 

η1 11 

7n 21 m 22 ••• ln 2" 工20
(4-67) 

• • • • • • 

ln ,,1 ln..? ••• ln nn 工

"。11::.. 

.T
N20 A::.) A巳… AT)

'"凡C. J '111 

.TN"o A(,t) 

N1 
A >… A(1/) 

N2 .. "'- j\/lI 

将(4-62)式两边求导数，得

{.iN} = [A'I Y[M] {.i} (4-68) 

在初始时刻 t = 0 时，有

{.iN}t~O = [ANY[M] {.i}/~ (4-69) 
"HMr HR 
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lA(l > A(l) ••• A(1) 
m 1n X ]O mu η112 ••• NI N2 Nn 

IAω A <2> A <2> • ••• m 21 m 22 ••• m 27J X 20 l NI N2 Nn (4一 70)
• • • • • • • • • • • • 

X NnO J |A(n) A(n) A <n) • mnl 
η1n2 ••• mm X nf) ••• NI N2 Nn 

将(4-67)式， (4一 70)式的计算结果代入(4-65)式，再利用下式可求得系统用原先坐标罚，

Xz … A 表示的响应，即

{X} = [AN]{XN } 

或

工1 A;JA;:A: 
X..__ C∞cos臼sω ， t什十i兰 smi让mInω1
NIO 、.........n1 - 臼』 Nl0I

工2 AN2 AN2 A~的
N2 

X..__ cosω 。 t 十土豆 siIEU，。 tN20 ~~~ .......nZ - ,.. ~ N20 -"--- ........."2 
山n2 (4一 7 1)••• • •• • •• 

X n A~l) A ~2) A ~n) 
A咽 l 'ffl 1,", 

X.. _cosωt 十it mω NnO "'.......-- .........nn- … Nn。
-m 

E例 4-7】 求例 4-4 所示系统对初始条件:在 t=O 时，工]0 =1 ， X20=X30=0 , XIO=X20 

=0 ， x 30 =1 的响应。
解:由例 4-4 已求得系统的故有频率为

ω ， = O. 592 845A /主， ω? = L 267 517A / 主， ω" = L 882003.川一
\1 m ".\1 m "" '\1 m 

由例 4-6 求得的正则振型矩阵[AN]为
0.224170 

[AN ] = ~ I 0.481637 

、 m Lo. 742 654 

- 0.431677 0.513 228 

- 0.384660 - 0.534751 

0.635775 O. 210 371 

已知

[叫二 o

O 

由 (4-67)式求得各正则坐标及速度的初始值为

ηz O O 

L5m 0 

o m 

X N10 1 r 0.224170 0.481 637 O. 7426541 f2m O 
1 

0.385660 0.635 7751 1 0 1. 5m ZNZo 「=v (nz |-0.431677 

一 0.534 751 O. 210 371J L 0 X..__J v".L 0.513228 O 
N30 

0.448340 

=v1m 0.863353 

L 026 456 

三NIO 1 r 0.224170 0.481 637 O. 742 6541 r2m O 

420 〉=~L7η - 0.431677 - 0.385660 O. 635 775 I I 0 1. 5m 

一 0.534 751 O. 210 37 1J L 0 x.___ J V ... L 0.513228 O 
N30 

2inunu fi--

<1ll

寸t
l
l
t
t
i
l
l
-
-
f
4

」

oom 

。
u
n
u
-
­

/||J

<,
||L

寸
i
t
-
-
i
|

」

oom 
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0.742654 

二而 O. 635 川

0.210371 

将求得的正则坐标的初始值代入(4-71)式，得

0.341 677 

- 0.385660 
1-J 

0.635775 

O. 513 228 

-0.5347511. 

O. 210371 

X1 

X3 

0.448340 rm∞sω..， t 十 0.742654 JZsinω_， t 
Wnl 

一 0.863353 J再cosω'n2 t + 0.635776 jñZsinωt 
白}n2

1. 026 456 J再cosω础 t 十 0.210371 jñZsinωt 
α}n3 

展开得

O. 166481 
X1 = O. 100 504cos 叫1t+ 一一一一-sin ωn1 t + O. 372 69cosω，，7. t 

α)，， 1 … 

0.274449 . . I ^ r M> OA" . I O. 107969 . 
一一一一-sin ω..? t 十 O. 526 806cosω..， t+ 一一一一-smω 。 t

ωn2 … UJduu 

O. 357 689 岛= O. 215 937cosωnl t + 一一一一-sin ωn1t+0. 332 961coswn2 t 
α)111 

0.245 193 _,. . ^ r , 0 ""0 O. 112496 . 
一一一一一-sin ω.? t 一 O. 548 898cosω'..， t-

.. --- -- -Sln ω_， t 
缸'n2nv 臼Jn3"υ

0.551534 
岛= O. 332 961cos W nl t +一一一一-sin GJnlt 一 O. 548 890cos 叫2 t

缸)111

+0.404210 0.044256." 一一一一-sin ω.?t 十 0.215937cosω..， t+ 一一一一-smωJ
Wn2

…

αJn3"" 

计算结果表明，对于本例中给出的初始条件，系统的自由振动同时包含有 3 种主振动的
分量。

【伊~ 4-8> 求例 4-4 所示系统对于初始条件:在 t = 0 时 ， XIO 2.15838 , x 20 

1. 928 30 ，工30 一 3. 178 87 , i:1O 
= i:20 

= i:30 
= 0 的响应。

解:与上例相似，先求出各正则坐标及速度的初始值为
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r 0.224170 0.481 637 O. 742 654丁 r2m O Ol (01 (0 
1 0.385660 O. 635 775 I I 0 105m o I ~ 07= 斗 Ot2ot=V 「YFZ |-0.431677 

- 0.534751 O. 210 371J L 0 mJ lOJ lO :L J V ... L O. 513 228 O 
30 

将求得的正则坐标的初始值代入(4一 73)式，得

0.635775 0.210 371 

O 

5. 000 00 .;mcos ω1，，2 t 

O 

X1 O. 224 170 - 0.431 677 O. 531 228 

X3 

~ I 0.481637 

、 m Lo. 742 654 

一 O. 385 660 - O. 534 751 X2 

展开后得

X1 = 2. 158 38cosωn2 t , X2 = 1. 928 30cosωn2t ， X3 =- 3.178 87cosωn2 t 

这个结果表明，由于初始速度均为零，故响应只有余弦项，又由于初始值给的比较特殊，使系

统产生的自由振动只有第二阶主振动的成分。

对于半正定系统，由于它的固有频率中至少有一个或有 r个为零，对应于零固有频率的

正则坐标 xNi (i=1 ， 2 … r) 的运动方程为

故

无Ni 十ωLZM= 圭M 十 O'XNi=XNi 0 

X Ni = Ai + Bit 

(4一 72)

(4-73) 

或以其初始值 XNiO及岛，。表示为

XNi XNiO 十￡NZO (4一 74)

利用下式可求得系统原有坐标 X1 ' X2 … Xn 的响应

X1 ANI 
X NlO +XNiot 

A <2}
••• A~ω1 I X N20 + xN20 t N1 

A(2> A(n) • ••• N2 • N2 
• 

• 
XNrO 十元NrO t• • 

Ar • • • A~: I l+ZN(计1)0 . 
XN(叶I)Ocos ωn( ... 卡I)t SIn a，"(叶1)A(n} A{2) 

ωN(汁。N(俨十1) ••• N(叶1)

• • • • • • 
• A~ A~ X NnO • ••• 

工胁。COSωmot+ SIn ωJ 
Nn 

ωNnO 

X2 ANZ 
••• 

X r (= A~: 

Z叶1||AUJ叶1)
••• 

X n J L A~ 

(4-75) 

【例 4-9】 对于例 4-5 所示的半正定系统，如各圆盘 J 在初始时刻Jt = 0 时，(J1O = (J20 = 

(J30 =0 , (J1O -ω ， (J20 = (J30 = 0，求系统在上述初始条件下的振动响应。

解:在例 4一5 中已求得此系统的固有频率为 ω.1 二 0 ， ω.2 气!J ' ωn34予，振型炬阵
为

旧 1 0-2 

由振型矩阵 [ApJ 可求得正则振型矩阵[ANJ 为



系统的质量矩阵[MJ为
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d 一J♂E1

[A叫川Nιρ叶NJ = 

Jβ2 J♂E1 

J O Ol n o 0 

[MJ = O J 01=110 1 O 

O o ]J Lo 0 1 

可求出正则坐标及速度的初始值为

。 NIO 1 12 1212 1 o 0 臼J J2 

e N?o ;.=、 L6J -/3 0 /3 1 1 10 1 0 O J 
6ω1-/3 

& N30 J 1 - 2 lJ LO 0 1 0) 

故

()Nl tω .12t 

()N2 =飞/ι. /3 smω，，2 t 
U αIn2 

。一/{ ω1 . 
M 一八/石ω 二，，3 ωn3 

由正则坐标的响应变换成原坐标的响应

。1 1 12 -/3 1 
12t 

1 J- /3 1 sinω 2 t 
O 02 >=1 12 2 

()3 J 、/61
6ωω'n2 • 

J2 d 1 1 • 

w 
6 

2t十二mω"2t+土mωJ
UJn2 l.Un3 

2tJLsinωt 
白1，，3

2t 一立sinω.?t +上sirlω ?t
缸In2 白In3 …

smα1.3 UJn3 n 

L 1 

/107/ 

计算结果表明，对于半正定系统，在上述初始条件下，系统各圆盘的响应是整个系统的刚体
转动和简谐振动形式的主振动的叠加。

4.3.2 多自由度系统的阻尼

工程上的实际机械系统，总是受到各种阻尼力的作用的，如介质黠性阻尼、结构阻尼、材
料阻尼等。如果没有外力作用，则带有教性阻尼的多自由度系统的自由振动微分方程为

[MJ{无} + [CJ[.iJ + [KJ{x} = {O} (4-76) 
式中: [CJ-一阻尼矩阵，它→般也是正定或半正定的对称矩阵。

下面介绍用振型叠加法解有阻尼多自由度系统的振动问题。
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按(4-60)式引进正则坐标{XN } ，并将(4-60)式代人(4-76)式，得

[M][AN]{XN} + [C][AN][XN] 十 [K][A，v]{XN } = {O} (4-77) 

将此式两边乘以[AN]T ，可得

[I]{扎} + [C，， ]U，v}十 [KN]{XN } = {O} (4一 78)

式中[Cn ]是正则坐标中的阻尼矩阵，是由原先坐标中的阻尼短阵[C]转换来的

[C"] = [ANY[C][A,v] (4一 79)

由于[C]一般不是对角矩阵，所以 (4一 78)式是一组速度项相互搞合的微分方程。如果

[C，J是一个对角矩阵，则将使(4-78)式求解极为方便。为使[C]对角化，有这样一些方法。

1)比例阻尼

如果原坐标的阻尼矩阵[C]恰好与质量矩阵[M]或刚度短阵[K]成正比，或者[C]是

[M]与[K]的某种线性组合，即

[C] = a[M] +b[K] (4-80) 

其中 a 、 b 均为常数(其中之一可为零)，我们称这种阻尼为比例矩阵，对这种比例阻尼来说，

当坐标换成正则坐标时，在正则坐标中的阻尼矩阵[CN]将是一个对角矩阵，即有

[CN] = [ANY[C][A,v] 

= [A，V]T (a[M] 十 b[K])[AN]

=a[ANY[M] [A，v] 十 b[ANY[K][AN ]

a +lw~1 O ... O 

O 
=ω[I] +b[KN] = 

O a 十 b;2.. . 
••• (4-81) 

O O a 十bL

比例阻尼只是使[CN]成为对角矩阵的一组特殊情况，还可以找到其他-些条件，只要
当[C]满足这些条件时，同样可以得到[Cn ]为对角矩阵。但是工程上极大多数实际阻尼的
情况若要满足上述一些条件是很困难的，因此一般[C"]总不是对角矩阵。

2) 近似替代法

由于阻尼一般都比较小，且阻尼的机理还未完全搞清楚，精确测定阻尼也存在困难，故

以近似的阻尼代替以简化计算求解是可行的方法。即用一个对角矩阵形式的阻尼矩阵近似

的替代[C]，其中最简单的一种方案就是根据(4一 79)式由 [C]算出[C]后，将[Cn ] 中所有非
对角矩阵的值改为零，保留[C]中对角元素的原有数值，用这样一个经过上述处理的对角

矩阵[CN]近似的代替[C"] ，即

CN l1 0 … O 

[CN ] = 0 C,v22 O 
••• 

o 0 … C,v,m 

工程分析表示，这样假设带来的误差一般不大。这种阻尼称为模态阻尼。

4.3.3 有阻尼系统对初始条件的晌应

用[CNJ代替[C"J后，使(4一78)式改为下述形式

, 
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口]{XN } + [CN] {.iN} 十 [KN]{XN } = {O} (4一 82)

其展开形式为

A、
"{ 

则上式改写为

fNz十 CN;;XN; + ω~X N; = 0 (i = 1, 2 … n) 

CNzz=25向m

无'N;+ 2$;ωmtNZ 十ω;XNE=O (i =1 , 2 … n) (7-83) 

这是一组独立的有阻尼单自由度系统振动方程，可求出各正则坐标的运动规律为

X N; = exp(- $,WnJ) (C;J COS wdit + C;2 sin ω~t) (4一 84)

式中 ω'di ω，，;~二百， C;J、 C但是待定常数，由初始时刻 t=O 时 XN; 及tM 的初始值XN;O 和

￡MO 所确定。

C;! X N;O 

C;2 土(儿。+在ω，;X N;O 
) 

α)di 

(4甲 85)

已知原先坐标{X}与正则坐标{XN }之间的转换关系为

{X} = [AN]{XN} (4-86) 

{XN} = [ANY[M]{x} (4-87) 

如已知系统原先坐标的{X}及 {X}在 t=O 时的值为{X}问及闷儿=0'则可由 (4-87)式求出
{XN }，~O = [ANY[M]{x }，~o 

{.iN }，~O = [ANY[M]{札~O
则系统原先坐标{X} 的自由振动解为

(4-88) 

(4-89) 

X11 rA可 A可… A阳

工2||AUJAZ; … AZ
• ••• • •• 

I AU A;;) A~ 

exp(- $,Wn1 t) [XN川OSωdl t +--1一 (XN10 +$1ωnl XN10 )sin ω'dl t] 
由~dl

1 exp( - $;W n2 t) [XN20 COSω2J +一一 (XN20 +$2ωn2 XN20)sin ωd2 t] ~ (4-90) 
Wd2 

1 exp(-$，风.，t ) [x NnO COS w，，; t 十一(XNnO + $nw ,..x Nno) sinω础。
白't
由牛，

4.4 多自由度系统的对激振的响应

4.4.1 无阻尼系统对简谐激振的晌应

对于无阻尼多自由度系统的强迫振动，可列出矩阵形式的作用力方程(4-2)

[M]{到 +[K]{x} = {F( t)} 

当激振力是同频率、同相位的简谐力时，方程(4-2)写为
[M]{x} + [K]{x} = {F}sinwt (4-91) 
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式中 {F}为激振力幅值列阵{F1 ， F 2 … F.} T 。

式 (4一 76)为 n 个方程的方程组，而且是互相藕联的方程组。为了便于求解，需解除方

程组的捐联，手IJ用振型矩阵[Ap] ，将方程(4-76)变换为主坐标

[Ap ]T [M] [Ap] {xp} + [Ap ]T [K][Ap] {xp} = [Ap]T {F}sinωt 

或写成 [Mp]{xp } 寸 [Kp]{xp } = {Fp}sinwt (4-92) 

式中 [Mp] ， [Kp]分别为主质量矩阵和主刚度矩阵，而{几}是用主坐标表示的激振力幅值

列阵

{Fp} = [Ap ]T {F} (4-93) 

写成展开的形式

A\ 1) Ai2) ••• Ai'。 F 1 
Af]) A~2) ••• A~n) 

F 2 ~ {Fp} = I (4-94) 
• • • 

A;1} AJZ) ••• AJF叮 lF.

如果进一步以正则振型矩阵[AN]代替[Ap ] ，则方程(4-93)变为

{FN} = [AN ]T {F} 
进而按正则坐标，方程(4-92)可写为

[I]{圭N} +[KN]{XN} = {FN}sinωt 

(4-95) 

(4-96) 

式(4-96)可以展开写成

fNZ+dzNzzfNesinω t (i=1, 2 … n) (4-97) 

式中 :!Ni (i =1 ， 2 …的，由式(4-95)确定。

式(4-97)表示 n 个独立方程，具有与单自由度相同的形式，因而可以用单自由度系统

强迫振动的结果求出每个正则坐标的振幅

肌=立斗了 (i = 1, 2 ... n) (4-98) 

系统各坐标对简谐激振的响应

BN1 

{ZN}=I BN2 ••• Slnwt (4-99) 

BNn 

求出 {XN }后，按关系式 {X} = [AN]{XN } 进行坐标变换，求出原坐标的响应。这种求系统响

应的方法称为振型叠加法。由式(4-98) 可知，当激振频率ω与系统的第i 阶固有频率ωm 接近
时，第 i 阶正则坐标 XNi 的稳态受迫振动的振幅值变得很大。与单自由度系统的共振现象类
似，对于 n 个自由度系统的 n 个不同的固有频率，可以出现 n 个频率不同的共振现象。

[f如~ 4-10] 求例 4-4 所示系统，对质量 m2 作用简谐激振力 F2 sinω t ，试计算其响应。

解:已知固有频率和正则矩阵分别为

ω'.1 = O. 592 84q m 战2 = 1. 267 51υ主， ω_" = 1. 882 0叫主
vm 山 'v m 
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τ丁.....

1

一
而

A 
一 0.431 677 

- 0.38566 

0.635775 

0.513228 

- 0.534751 

0.210371 

0.22417 

{川 = [AN]T{F} = 主 1-0.431677
vm L 0.513228 

0.481637 0.742654 

- O. 385 66 O. 635 775 

O. 534 751 O. 210 371 

O 

F 2sin ωt 

O 

得

0.481 637 

{FN } = F2-~-O. 385 66 

、 m l 0.534751 

正则坐标的响应

X N20 

MMMM 
BBB 

0.481 637 
白}nl α』

X N10 

F? 
smωt= 一=三

、 m

0.38566 
α}n2 一-w

sm ωt 

X N30 O. 534 751 
α)，，3α』

坐标变换，求出原坐标的响应

{z}=[AN]{ZNHf二
vm 

0.22117 

0.481637 

0.742654 

一 0.131 677 

0.38566 

一 0.513228

0.534 7511 x 
0.635 775 - O. 210 371 

0.481637 
2 2 

α}nl αJ 

F 2 0.38566 

rm UJ2n2 一一 αi~ r sin ωt 

O. 534 751 
2 2 

W n3 臼』

35 
引
一
ω

且
一
一

F
D
-
2届

·
一ω

nu-+ nhv­no-2 
5

一
ω

揣
一
一

。
一
2
n一

一ω
+ 巧

i
-臼

-
2
ω

8
一
一

A

吐
一2
，
削

。
一
ω

F 2 J 生主旦旦旦7 --1-一 0.38566 ↓生旦旦Z旦
ml ω:1 一ω2ω乌 ω2ω:3ω2 smωt 

0.481 6370.38566 , 0.534751 
二- -
ωnl ωωn2 ωωn3 一-ω

若激振力为非简谐周期性变化的激振函数，可将展开成傅立叶级数，之后仍按振型叠加法如

同上述步骤进行求解。

4.4.2 系统对一般激振的晌应

当激振力为随时间非周期性变化时，运动方程为

[M]{x} +[K]{x} = {F(t)} (4-100) 

用正则坐标表示

口]{xN } + [KN]{XN} = {FN( t)} (4-101) 
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式中 {FN(t)} = [ANY{F(t)} 为对应于正则坐标的非周期激振力列阵。

XNi+W~XNi = !N;C t) (i = 1, 2 … n) (4-102) 

方程(4-102)表示 n 个独立的方程，具有与单自由度相同的形式，因此可以采用杜哈梅积分

式，对于第 i 个正则坐标的响应，则为

ZM(t)=i 「 fM(τ)sinω" (t - r) dr (i = 1 , 2 … n) (4-103) 
UJm J O 

式(4-103)表示一个初始处于静止状态的无阻尼单自由度系统的位移响应。重复使用该

式，即可算出正则坐标中的位移响应{XN } 。然后再根据 {X} = [AN]{XN } 关系，变换为原坐

标。

E例 4-11】求例 4-4 所示系统，对质量叫作用有激振力 F1 时，试计算其响应。
解:已知固有频率和正则矩阵分别为

ω ， = .0.592845.在/主， ω 。= 1. 267 517. /主，
-‘rm ..- vm 队? = 1. 882 003. 

… m 

0.22417 一 0.431677 .0.513228 

[AN ] = 主
气1m

正则坐标下激振力列阵

0.481637 

0.742654 

- 0.38566 

0.635775 

O. 534 751 

O. 21 .0 371 

{几} = [ANY{F} = 主
\1 m 

0.224 17 0.481 637 o. 742 654 

.0.431 677 一.o. 385 66 o. 635 775 

0.513228 - 0.534751 .0.21 .0 371 

FOO 

0.22417 

主斗- 0.431677 
、1m l.o. 513 228 

qN1 

qN2 

qN3 

由例 2-6 巳求得阶跃函数的响应为

、
、
/

4
ι
 ω

 

QU O P--
tEA 

/
，
、
、

uw-2m O
A一
ω

一
­

N Z 

所以正则坐标的响应列阵为

X N1 

F1 {ZN}=4·ZNZ}=J百
X N3 

0. 224 17 (1 - cos ω1 t) 

W n1 

- 0.431677(1- cos ωn2t) 
W n2 

0. 513 228(1- cos ω础。

α}n3 

将 ωn1 = .o. 592 845. 生， ω 。= 1. 267 517 
m Il" 去， ωn3 = 1. 8820叫去代人上式得

一 0.6378(1- cos 叫1 t)

{XN } = 旦户才一 0.2687(1- c叫
O. 1449(1- cos ωn3 t) 

将正则坐标变换回原坐标，得所求的响应
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{X} = [AN]{x ,\,} = 丰
气Jm

O. 224 17 - 0.431 677 

0.481 637 - 0.385 66 

0.742654 0.635 775 

0.6378(1- cos ω，， 1 t) 

旦i豆~ - O. 268 7 (1 - cosωnZ t ) 
O. 144 9(1- cos ω，，3 t) 

O. 513 228 

0.5347511X 

O. 210 371 

0.333 4 - O. 143 Ocosω，， 1 t - O. 116 Ocos W ,,2 t - O. 074 4cosωη3 t 

{X N } = ~1~0.3333-0.3们…，，1 t - O. 103 6…"2 t + 0. 0川osω 3 t
0.3333 - 0.473 7cosω"2t + O. 170 8cosω，，2 t 一 O. 030 5cosω，，3 t 

4.4.3 有阻尼系统对激振的晌应

1)对简谐激振的响应

多自由度系统在外加简谐激振力作用下的强迫振动微分方程为

/113/ 

[M]{Ï} 十 [C]U} 十 [K]{x} 二 {F} sinωt (4-104) 

在各阶振型阻尼系数值 E 较小的'情况下，总可以采用前述的方法，采用正则坐标{.x、川}

代替原有坐标{抖，变换成下述互不藕合的正则坐标的强迫振动微分方程

[I]{丸} +[CN]UN} + [K,, ]{xN} = {F ,, }sinwt 

其展开式为

九十 CNiiXNi+ ω:úXNi=qNisinwt (i=1 , 2 … n) 

式中 {XN } 、 {F" }与{川、(凹的关系

{X} = [A,, ]{xN} 

{XN} = [ANY[M]{x} 

{FN} = [ANY{F} 

(4-105) 

(4-106) 

而 CNii川t 为第 i 阶主振动的振型阻尼系数 ， CNi灿， =2μ1I i 2窍~i刨， (4-106) 式也可改写为

或 牙扎'Ni+ 2μnι"i +ω4;zNM2±qbNM川F川爪t5m-
(μi= 1. 2'….川• n川) (ω4 一 107)

牙Ni+ 2~，εtωmJ￡ NMt 十 ω;IN汕'i q仙NME sin ω 
这是以正则坐标描述的 n 个独立的单自由度有阻尼系统强迫振动的微分方程，所以可以利

用单自由度系统强迫振动的结果，得到每个正则坐标的响应

X Ni =B."i Sin(ω t -tþ) (i = 1. 2 … n) 

qNi 

式中: B 
ω; ， 4n282 

Ni -j(1 斤 )2 + (2~飞 )2' 'f'i -- cu'- 山

1 一斤。

rz 为激振频率与第 I 阶固有频率的比值， r2= 丘。
αJm 

(4-108) 

(4-109) 

然后通过坐标变换，将正则坐标的位移向量变换为原坐标的位移向量，从而求得对原坐

标的位移响应。

【例 4牛一 12勾】 图 4←一 7 所示有阻尼的弹簧质量系统，如 m叫1 m 2 m 3 m ，走ι1 走ι2

hι3 走各质量上作用的激振力为，F瓦1=F瓦'2 = F3 = Fs归s创1阳r
飞 U η1 ' 
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振型的相对阻尼系数 ~NI =~NZ =~N3 =~=0.01 ，试用振型叠加法求出各质量的强迫振动稳

态响应。

k, E 
• .. k2 

f亏
• b 

F3 

m2 m3 

x, X2 X3 

图 4-7 多自由度强迫振动系统

解:其振动方程为

[M]{x} + [C]{ .i} + [K]{x} = {F}sinωt 

其展开式为

m 0 0 

o m 0 

o 0 m 

+ -k 

X1 

.. 
+ Xz 

x3 J 

-k 

2走

C1 +C2 一- C2 Ol 

-C? C2 + C3 一- C3 

L O 一- C3 C3 

O XI FI sin wt 

-k Xz Fzsinω 

o -k kJ lx3J l F3sinω 

利用例 4-4 的方法，求得系统的固有频率和振型矩阵分别为

( X1 

• 
X 2 

• 
X 3 

ω，， 1 0 叫去， ω，，2 1 叫二， ω，，3 = 1. 80 

0.445 - 1. 247 1. 802 

[Ap ] = 0.802 - 0.555 - 2.247 

1. 000 

由 {A~)} = l{AW} 求各阶正则振型
C 

1. 000 1. 000 

m 

其中 c;= ，j {A<仆} T[M]{Aω} , C1 = 3. 049 ;;言， Cz = 1. 357 ;;言， C3 = 1. 692 rm 
故正则振型矩阵为

O. 328 O. 737 0.591 
1 

O. 328 O. 737 [A N] = 、 (η1 |0.591 

O. 591 O. 328 Lo. 737 

设 {X} = [AN]{XN } ， 则得方程为

O O 2 O O α)，， 1 臼)，， 1

{XN} +2~ O 臼)1l2 O {.iN } 十 O 2 O {XN} 白)，，2

O O α)113 O O α，"2 3 

1. 656 ì I qNI 

= [ANYFsinwt = 主←O.474~sinωt = ~ qN2 SIn wt 

、 m l 0.182 J lqN3 

上式为 3 个互相独立的微分方程，各正则坐标的振幅式和相位由公式

'‘ 



/11δ/ 多自由度系统的振动第 4 章
7口

qNi 

B-4ι一 -J12主L
N; -jO一斤 )2 十 (2~飞 )2'vg tS I-r? 

计算，激振频率与各阶固有频率的频率比为

r1 = 2. 809 0 , r2 = 1. 002 4 , r3 = o. 693 7 

斤= 7.8905 , r1 = 1. 004 8 , ri = 0.481 2 

算得

ψ=arc tan o.02 × 2.809O = 1790 32' 
1 -~- --~~ - 6.8905 

价2=0.02 × 1.0024an =103。30'
一 0.0048

?u qd -EA --巧i
­

ndF 
ω
-
8
 

0-m ×
-5 

2-o 
n
u
一

n
u
一

n a +t FL TA a --
'
供

BNl = 1. 2旧年， B N2 =- 14. 784手 ， BN3 = o. 107 99于
1. 213 6sin(ωt 一仇)

14. 784sin(wt 一仇)(ZN}=iFF 

O. 107 99sin(ωt-4) 

将正则坐标变换到原坐标

1. 213 6sin(ωt 一仇)

- 14. 784sin(ω t - Øz) 

O. 107 99sin(ω t -Ø3) 

O. 591 O. 737 0.328 

一 O. 737 - 0.328 O. 591 {z)=[AdZN}=f 

O. 328 0.591 O. 737 

O. 398sin(ωt 仇) + 10. 896sin(wt 一仇)十 O. 064sin(ω t - Ø3) 

O. 717 sin(ωt 仇)十 4. 849sin(ωt 一仇)一 O. 080sin(ω t -~人)

O. 894sin(ωt 一仇) - 8. 737sin(ω t -Ø2) 十 O. 035sin(ω t -Ø3) 

由以上计算详细过程比较清楚地看出振型叠加法的步骤:①把原坐标变换成正则坐标，

使方程组解捐;②应用单自由度系统对外激振的响应计算方法，求出各正则坐标对外激振的

响应;③将正则坐标对外激振的响应叠加起来;④将正则坐标变换到原坐标，求得系统原坐

标{X}对外激振的响应。

2) 一般周期激振的响应

当系统各坐标上作用有与一般周期函数 !(t)成比例的激振时，激振力向量可以写成

Bl 

F 
走

j(t) 
B2 

{F( t)} = 

BN 

周期函数 !(t>可展成傅立叶级数

!(t) = 专+主 (aj cosjwo t + bj sinjwo t) 

式中系数 ao' 鸟 ， bn 可按第 1 章中给出的方法求出，在一般周期激振力下的振动方程，变换

(4一 110)
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........ . 

成正则坐标后，可得出与式(4一 107)类似的 n 个独立方程

.i'N; + 2在卢JNE 十ω~X N; = qNJ <t) (i = 1, 2 … n) 

按正则坐标，第 z 阶的有阻尼稳态响应为

式中 : ßij 

相位角

XN; 空手~卢AICOS(jωot 一此)十鸟 sÍn(j，ωot 冉 )J
臼)，ri j=l 

(i=1, 2 … n; j = 1, 2 … n) 

放大因子，岛=
1 

(1 一守)2+(24 去)

2$i 1旦旦
白3

￠ =arc tan 一一一寸40

υ1-(三)

(4-11 1) 

(4-112) 

(4-113) 

(4-114) 

注意以上对于任意阶正则坐标的响应，是多个具有不同频率的激振力引起的响应的叠加。

因此对一般周期振动而言，产生共振的可能性要大得多。

当激振力是非周期函数时，可用杜哈梅积分求出正则坐标下的响应，然后再通过坐标变

换，求出原坐标下的响应。

4. 5 多自由度系统固有频率及主振型的计算

由前述可知系统的固有频率及主振型的计算随着系统的自由度的增加而变得极为烦

琐，工作量很大。所以在电子计算机未被用于工程计算之前，多自由度一般理论尚无法在工

程实践中应用。目前求解多自由度系统的固有频率及主振型的计算方法很多，有的已有标

准的计算程序可供选用。常用的方法有矩阵迭代法、邓柯莱法、瑞利法、李兹法、子空间迭代

法等。下面介绍常用的矩阵迭代法、邓柯莱法和瑞利法。，

4.5.1 矩阵迭代法

对于无阻尼多自由度系统，由刚度法(4-13)式可得

[KJ{A} = ω:[MJ{A} 

该式可变换为 ω:{A} = [MJ一I[K]{A}

对于正定系统，无阻尼多自由度系统还可用柔度矩阵表示为

毛 {A} = [δJ[MJ{A} 
缸)"

现将(4一 115)式和(4-116)式合并为如下形式

(4-115) 

(4-116) 

À {A} = [DJ{A} 、 (4一 117)

式中方阵[DJ称为动力矩阵，当用刚度矩阵形成时， [DJ = [MJ一1 [KJ; 当用柔度矩阵

形成时， [DJ = [8J[ MJ。式中 A 当[DJ 为前者时，λ=ω;; 当[DJ 为后者时， A=4O
w 

所谓矩阵迭代法就是:首先假定任意一个主振型向量 {AL ， 然后按 (4 一 117) 式计算
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[D]{AL = {B} 1 = Å1 {A}z ，若此时{A}z 恰好等于{A} 1 ，则 {A}z 即为主振型，若{A}z 并不

等于{A} 1 ，则以 {A}2 代替{A} 1 作为主振型向量，继续按(4-117) 式计算[D]{A}z = {B}2 = 

À 2 {A}3' 若 {A}3 不等于 {A}2 则继续上述迭代过程，总可以在 m 次以后得到

[D]{A}m = {B}m = Àm {A}"计1 ，满足 {A}m = {A}"旧的条件，则迭代结束 ， {A}"什l 或 {A}m 即

为主振型，并由 λm 可求出固有频率。当按(4-115) 式，即刚度法进行迭代时，迭代结果是最高

阶的固有频率及其主振形;当按(4-116) 式，即柔度法进行迭代时，迭代结果是最低阶(第­

阶)的固有频率及其主振型。由于一般首先希望得到的都是最低阶的固有频率及主振型。所

以都是用柔度法进行计算，先要求出柔度矩阵。

【例 4-13] 用矩阵迭代法求例 4-4 中弹簧质量系统最低阶固有频率及其主振型。

解:已知系统的质量短阵为

2m O O 2 O O 

[M] = O 1. 5m O =m O 1. 5 O 

O o m O O 1 

柔度矩阵为

5K 2K Ol-1 r2 2 2 

[δ] = [K]-1 一 2K 3K -KI 1 5 5 6K |2 
O -K KJ L2 5 11 

动力短阵为

[D] = [ð][M] = "":7 12 5 51 10 1. 5 01 6K I - - - I I - ~. - - I 6K 
5 l lJ LO 0 1 4 7. 5 11 

若设原始主振型向量为

A I. I ì (1 

{A}z =~A2.1 ~=~l 
Al. 1 ) II 

求{BL ，并向 A3 • 1 归一化，得

9 ì rO. 400 00。

但 }1 = [D]{AL = 旦 Ü6. 5 ~ =丝三句 0.733333
6K 

22.5) l 1. 000 00 

0.400000 
22. 5m , • , 

1 一一」丘 ， {A}z = ~O. 733 333 
6Kιi 

1. 000 000 

进行第二次选代后

r4 3 2l (0.400000 

{B}2 = [冈山2 旦 14 7. 5 51 ~ O. 733 333 
6K I 

4 7. 5 l lJ l 1. 000 000 

nununu nununu nvnunU AUAUAU AU'11i oo 
-qLOO P气

υ
'
I

唱
I

m

一
仪9

,"oonv A

哇

n
U
A
U

AAtRUAU AUOOAU 26o qunhVAU AUAUt-

t
<,川

一
…

一
一
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0.320442 

Àz =坚斗型 ， {A}3 = ~ 0.668508 6K ' "-'0 

1. 000 00 

如此反复进行迭代，当第 10 次迭代时与第 11 次迭代的振型向量已相同，即

所以

O. 301 850 

{A} lO= 0.6川5

1. 000 000 

{B} 1O = [D]{A} 1O =旦
6K 

5. 15301 

11. 0714 

17.071 4 

17.0714m 
6K 

0.301 850 

{A}ll = ~ 0.648叫 = {A}10 = 肌
1. 000 000 

À1I1 = ~ 17.07:, 41m 2. 84~r235m 二

10~41-6K K 

此结果与例 4-4 完全相同。

矿， = 0.351465 主
m 

O. 301 850 

0.648535 

1. 000 000 

当一阶振型求出后，仍可以用矩阵迭选法逐个求出二阶及二阶以上各阶固有频率及主

振型。这只需将原始主振型向量{A}1 中不包含第一阶主振型的成分，则依次迭代后将收敛

于第二阶主振型，并可求出二阶固有频率。同理，若原始主振型向量中不包括第一、第二两

阶主振型，则迭代后求出第三阶主振型及固有频率，依此类推可求得各阶主振型及固有

频率。

其关键是如何使所给原始主振型向量中不包含低阶主振型的成分，根据主振型对质量
矩阵[M]的正交性，可得

{A (]) } T [M] { A } 1 = C 1 {A (1) } T [M] { A (1) } = C 1 M 1 

所以 c1 二古 {A(l) }T[町 {A}1 (4-118) 

任选一组元素组成原始主振型向量{A} 1 ，它都可以表达为各主振型之和的形式，即
{AL = c,{A(l)} +cz{A(2)} +… + c" {A<")} 

任选的原始主振向量{A} 1 先乘以动力矩阵[D] ，即

{BL = [D]{AL = [D](Cl{A(l)} +cz{A<Z)} +…+ c" {A<")}) 

=斗{A(1)} + C; {Aω} 十 K 十二手 {A<")}
ω川 ω卢2ωL

(4-119) 

(4-120) 

为使新的原始主振向量不包括第一阶主振形，将式{B} 1 一斗 {A (1) }作为新的原始主振
α}，， 1 

向量。代入式(4-118) 得 c= 过 {A(]) PT町{A} 1 得新的原始主振向量

{BL 一斗{A{l)} = [D]{A}I 丛;!1.(A(l)}叫[M]{A}I
ω'，，1ω，， 1 1V11 
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=([D]-Mt{A(lvrl)}T[M])(Ail (4-121) 

令 [Dr= 〔D]-J7他们)}{A(])}T[町，可先将[D] ‘计算出来，然后乘以任选的原始主
1nl 白)，11

振型向量作为新的原始主振型向量，并在进行迭代过程中不再使用动力矩阵[D] ，而是始终

以[D]* 短阵依下列次序进行迭代计算，并归一化

λ] {A}z = {B}] = [D]* {A}] 

Àz {A}3 = {B}2 = [D] * {A}z (4一 122)

••• 

直至满足 {A}m = {A}时l 的条件。同样，在求出一、二阶主振型及固有频率后要计算第

三阶时，也要先计算矩阵[D]* ，此时

[D]* = [D] 一百乌{Am}{A(l) }T[M]- u 1 z {A(z)}{Am}T[M] 
lVl] ω卢] 1V1Zωn2 

然后以[D]* {AL 作为新的原始主振型向量，且用[D]* 矩阵进行迭代计算。

在求出第 i一 1 阶振型及固有频率后要计算第 i~时，矩阵[D]* 的一般表达式为

[D]* = [D]- u 1 z {Am}{A(!)}T[M] 百1 Z {N Z
)} {A叩[M]

lVl] 叫] 1V1Zωn2 

… u-iτ一 {A (i-]) } {A (i-]) } T[几句
1V1 i- l W ,ri-] 

(4 一 123)

【锣IJ 4-14>

振型。

在例 4-11 计算的基础上，继续求出系统第二阶、第三阶固有频率及主

解:先求矩阵[D] * ，按上题中的结果可求出 M1
M] = {A (1) } T[M] {A (\) } 

= {O. 301 85 , 0.648535 , 1. O} 

2m 

1. 5m 

m 

= 1. 813 12m 

0.301 85 

{A (]) } {A (]) } T[M] = 0.648535 {O. 301 85 , o. 648 535 , 1. O} 

1. 0 

O. 182 227 0.293 641 O. 301 85 

=m I 0.391 521 0.630897 0.648535 

0.6037 0.972 803 1. 0 

[D町]*祷=[阳D町]一tτ(ωA(]俨(]ω1υ川)
iν'] 臼Jιnl

1 

仍选 {A}] = 1 

1 

m 
h 

0.380708 

0.052 275 

一 0.280686

0.039206 - 0.140343 

0.259968 一 O. 184378 

- 0.276566 0.264088 

m 

o. 301 85 

0.648535 

1. 0 

1. 5m 

m 
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-zz 

新的原始主振型向量为

o. 279 571 

λ1 {A}z = {B}l = [D]川剧l=7J O 山 865
o. 293 165 

qdFhu no--qJnhU 
F气
u
q

‘
U

Q
d
A

哇

ool --
一
一

依次进行 19 次迭代后，得

一 0.4226181 r-O. 678 977 

A川A}zo = {B}19 = 旦~ - o. 377 567 ~ = - 0.642433ml 一 0.605599
是

0.622433J L 1 

0.678977 

{A}zo = - 0.605599 = {A}19 = {A (2)} 

À'Q - 0. 622433m 
19 ←走

1 
白) 112 

所以

再求第三阶固有主振型

w;'z = 1. 606 599 主
η2 

M z = {A(叫 T[M]{NZl} = 2.473 96m 

[D*樨丁白]= [刊[阳D同] • 瓦拮市与头戈仨:Eγ;?{忱叫叫川N灿I叮川}川川{忱A(l俨酌川川(门ω川叩1υ川叩川)叮俨叫}俨川啊T气咧[阿叫 萨注古艺乎{忱叫v肌川A(2俨川川(αω叫(2 l } {幻勺m叩}叮叽)川(
一…'11 1V12 白) _. 

0.148734 - 0.116228 

?|O 旧 971
0.060966 

如仍选原始主振型向量 {AL = 1 

O. 121 103 

0.047642 

0.030483 

- 0.031 761 

0.012492 

则新的原始主振型向量为

进行第二次迭代计算得

0.688784 

λZ {A}3 = [D]川Ah=7← O. 7川69

O. 282 331 

0 .282331m 
走

2.439628 

- 2.541936 

1 

故

2.439628 

{A}3 = ~← 2. 叩 936 r = {A}2 = {A川， A 二 1 0.282 331m -
2aLh 

所以

上述结果与例 4-4 完全相同。

φ;3=3.541936 主
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4.5.2 邓柯莱法

在工程振动问题的分析中，很多场合下只需求出最低阶或最低几阶固有频率，这时可用

近似方法直接求出系统的固有频率，邓柯莱法和瑞利法是两种常用的近似方法。首先介绍

那柯莱法。

对于二自由度系统，其特征方程可写成

δm 1 
11""1 ? 

白人t
δ 12 m2 

nu 

δ21 1n l δ1 22 rn2 一 2
白Jn 

将行列式展开，得

1δ11 ml 十 δ少?m叹
寸 11 1 2 4 乙十 ml m Z (ó'll ó'ZZ δlZδZI) = 0 
血'"α'n

(4一 124)

设矶， 42是上述方程的两个根，则可写成

(毛一斗) (主 (')0 )二 O
白)" úJn1 飞白)'1 W n2 ! 

1 I 1 I 1 、 1 ， 1 
其展开式为 寸( ~ + ~ )τ + ?i? =0 

ω卢飞ω，，1ωnZ !ω"ωnlω，12 

比较(4-124)式和(4一 125)式的系数，可得

1 , 1 
7+τ=δllml 十 δ22m2
白)，， 1 úJn '!. 

(4-125) 

1 __ 1 
一般 ω;2 》吟，故τ 《丁，因此得

由)'1 1 白)112

斗 ~叫δII尚刑m叫1+δ也ZZ
缸'nl

将该结果推广到多自由度系统，得

74=Ml 十 ó'ZZm2 十… +ó'"，m n 去Amr
"''11 

(4-126) 

(4-126)式就是邓柯某公式。式中 δumz= ↓， ω.，是系统在质量mz 单独存在r(其他质量
白Jmz

为零)系统的固有频率。因此上式也可写成

1 1 , 1 
7=-7+-7 十…十 2
臼)'1 1 白)'1 11 白)'122 臼)111171

(4-127) 

它说明系统最低阶固有频率平方41 的倒数，近似等于各质量 mi (i = 1 , 2 … n) 单独存在时

所得的各固有频率平方d 的倒数之和。

用邓柯莱公式可以近似地求系统的最低阶固有频率，但由这个公式算出 ω'1 1 的值恒低于

ωnl 的精确值。

【例 4-15】 用邓柯莱公式计算例 4-1 所示系统的一阶固有频率，并令 ml mz 

7723==77Z 。

解:由例 4-1 求得

δ 二 3I二
II - 4T' 

~ L 
UZ2 - T' δ3L -

33 4T 
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1 3L , L , 3L 5L ZZEm +Tn +Em =牙m

故
2T 

ω=. I一一= 0.6325 
代 15Lm 勾 Lm

4.5.3 瑞利法

在第 2 章中已知，利用瑞利法可求单自由度系统的固有频率。我们还可以用瑞利法求

多自由度系统的最低阶固有频率。

在多自由度系统中，动能 T与势能 U 的一般表达式为

T= ~ {到 T[叫 {i}

U=;{z)TM]{z) 

设系统作简谐振动，则各坐标的位移和速度为

{x} = {A}sin(ωnt + ψ) 

{元 }=ωpz(A}cos(ωnt + ψ) 

系统的最大动能和最大势能为

Lx =÷ω:山T[叫{A}

U ræx = ~ {A} T[K]叫

根据机械能守恒定律 ， Tmax=U巾，即

2 _ {A} T[K]{A} 
ω {A} T[M]{A} (4-128) 

(4-128)式就是用于估算系统固有频率的瑞利商。固有频率的计算结果与实际值接近

的程度与振型向量假设的准确度有关。若按系统的静变形作为假设的第一阶振型向量，然

后再用(4-128)式计算，得到的系统一阶固有频率具有较高的精度。由于假设的振型形状

并不等于实际振动的一阶振型的形状，这等于对系统附加了约束，因此用瑞利法计算的固有

频率总是偏高。

E例 4-16】 用瑞利法计算例 4-4 中系统的第一阶固有频率值。

f解] 由例 4-5 求得该系统的质量矩阵[M]和刚度矩阵[K]分别为

200 

[叫 =mO 1. 50 

o 0 1 

并已求得 ωnl 的精确值为

因=是 -2 3-1 

W n1 = o. 592 844，、1m
现假设第一阶振型向量为
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可算出

2 O Ol (1 

{A} T[MJ {A} = [1 

{A}T[KJ{A} = [1 

由(个 111)式可求得

与精确解的相对误差为

1. 5 2J m O 1. 5 O 

O O 1 

5 2 O 

1. 5 2J 是 一 2 3 -1 

o -1 

ωτ= 0.6325.1主
川 'v m 

l 

δ0.6325 一 0.592 8 ~ ~ n/ =256.3% O. 632 5 - ~- ~， 0 

如果假设振型向量{A}为 {A} = ~ 1 

则可算出 {A}T[MJ{A} = 4. 5m , {A}T[KJ{A} = 3走。

利用 (4-114)式可求得

ω.. ， = 0.8165.1主
'.. 'V m 

ωn 与 ω111精确解的相对误差为 δ= 27% 。

1. 5 ~ = 9. 375m 

2 

1 

1. 5 ~ = 3. 750k 

2 
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在例 4一 12 中，我们曾用这里的{A}作为 {A} 1 ，进行过矩阵迭代计算，得到 {A }z 为

0.4000 

{A}z = 0.7333 

1. 000 0 

如果选取{A}z 作为(剧，然后用 (4-114)式进行计算，就能得到

ω= 0.603 O. /主
m 

此 ωn 作为 ω111 的近似值，相对误差为1. 7%。这说明所选的振型向量与实际的振型向量越

接近，则计算出的固有频率与精确解的相对误差就越小。

习题与思考题

4. 1 什么叫多自由度系统的主振型?在何种特定载荷作用下，多自由度系统按某个主

振型做单一振动?

4. 2 简述多自由度系统主坐标{Xp } 的含义及其与原坐标{X} 的关系。

4. 3 主振型正交性所表示的意义是什么?

4.4 什么叫模态阻尼?简述得到它的最简单办法?
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一… r

4. 5 简述求多自由度系统响应的振型叠加法的原理及步骤。

4. 6 习题图 4-1 为弹簧质量系统。己知是1 = k2 走 3 = k4 走， m 1 mz m 3 

叫 =m ， c 1 二 C2 = C3 = C4 = C。试写出该系统的①质量矩阵;②同'1度矩阵;③特征方程;④

该系统的固有频率，并画出相应的主振型图。

k, F, ~t) , 
--=-..:...;.-; .. ~ R, F, ~t) .... 

m, m, 

习题阁 4-1

b F,lt) , 
..尼4

i 

m, 

x, 

c, 
'" 

4. 7 习题图 4-1 所示系统，当各阶振型相对阻尼系数已=巳= ~3 =已= 0.01, 
Fl (t) =F2 ([) = F3 (t) = Fsinωt ，试求出系统的稳、态响应。

4.8 试用短阵迭代法求习题图 4-1 所示系统的固有频率及主振型。

4. 9 试用邓柯莱法求习题图 4-1 所示系统的第一阶固有频率，并将结果与精确解进行

比较。
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第 5 实验振动分析基础

5. 1 概述

1)实验振动分析的意义

在研究机械振动问题时，常需要在产生振动的现场测定机械结构物的各项振动参数，以

了解结构的动态特性，判断产生振动的原因及其对周围环境的影响等。振动实验就是通过

测试手段对振动进行分析研究，它是振动学科的一个重要组成部分。在实际工作状态或给

定的试验条件下对实际的机械结构物进行实验测量，称为原型实验;而对不同尺度、不同特

点的结构模型(满足相似条件)进行激振实验，然后，通过模型试验相似理论把结果换算到实

际结构上去的方法，称为模型试验。

振动实验能配合理论分析对复杂的结构系统抽象出简化的计算模型，检验模型的正确

性，同时为理论计算提供确切的数据;通过振动实验往往还能发现和修正某些理论上很难考

虑到的因素 P振动实验还能检验各种近似计算方法的正确性;有大量的实际结构系统需要通

过实验来进行研究。

振动实验与测试的任务主要有以下 5 个方面 z

(1)测定结构的动态特性参数，如系统的固有频率、振型、阻尼以及广义质量、刚度和材

料的动力特性等。

(2) 测定结构的动力响应，如振动位移(速度或加速度)和频响特性;以便进行结构强

度、刚度、稳定以及优化分析;判断振源和制定减振措施。

(3) 模拟振动条件，对结构进行耐振性能检测，为改进设计提供依据。

(4) 标定试验，即对振动测试所用仪器设备进行参数标定，以确定仪器的使用范围及灵

敏度等参数。

(5) 对振动的结构进行识别，为建立和改进理论分析模式积累资料。

2) 振动测量方法

振动的基本参量，如位移、速度、加速度等，可通过不同的方法来测量，目前主要是采用

电测法。

电测法是将振动参量转换成电信号，经电子系统放大后进行测量记录。它具有灵敏度

高、放大倍数大、可以遥控及测试仪器携带方便等特点，在目前的振动测量中得到广泛使用。

振动测量仪器通常分为测振、处理放大和检测三部分。由测振传感器、信号放大变换电

路、显示记录装置及分析设备几部分组成。

测振部分感受结构振动，称为传感器。因为传感器所接受到的振动信号往往很微弱，直

接量测有困难，需要经过放大处理;检测部分将传感器所感受到的振动量进行量测。
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测振传感器亦称拾振器。它的作用是感受振动信号，把振动量变换成电信号。

信号放大、变换电路包括前置放大器、微积分电路、滤波器等，可把已变换的电信号按需

要进行放大处理，以便显示和记录。

记录分析设备是分别用来记录和分析信号的。随着电子技术的发展，计算机的普及应

用，已实现由微机控制的实验数据自动采集和分析处理。

5. 2 机械振动实验常用仪器设备

结构振动实验所需的设备取决于试验的目的及采用的实验方法。振动实验最基本的仪

器设备大致可以分为:测振仪器、激振设备以及数据采集和分析设备。

5.2.1 测振传

测振仪器由测振传感器、信号放大器、显示记录装置及分析设备等几部分组成。

在测振仪器中，传感器十分关键。通过它将待分析的物理量(如压力、流量以及振动位

移、速度、加速度等)转化为电信号(如电压、电流)。根据振动量测的不同要求，相应发展了
多种测振传感器。

按被测振动参数，可分为位移式、速度式、加速度式或应变式以及测其他各种动力参数

的传感器。按所采用的测量坐标系可分为相对式和绝对式传感器两大类:相对式传感器测

定的是被测对象相对某一参考坐标系的振动;绝对式(也称惯性式)则是用来测定被测对象

相对于大地的振动。绝对式振动传感器必须与被测振动体接触安装，而相对式传感器可以

是接触式，亦可以是非接触式的。

振动测量中常用的传感器有如下几种 2

1)电动式速度传感器

电动式速度传感器是一种动圈式(磁电式)的传感器，当传感器与结构一起振动或传感

器动圈上的顶杆与结构相连时，由于结构的振动，使传感器的动圈在磁场中产生运动，切割

磁力线而产生感应电动势。感应电动势的大小与动圈运动速度成正比。因此，通过感应电

动势的量测即可确定结构的振动速度。如图 5-1 所示为电动式速度传感器示意，其中图 (a)

为惯'性式，传感器固定于振动体上，测得的结果为振动体的绝对速度;图 (b)为相对式，传感
器壳体固定于一个物体上，顶杆顶住另一个物体，测量所得为两物体的相对速度。

12345627 

(a) 惯性式速度传感器 (b) 相对式速度传感器

图 5-1 电动式速度传感器

1.输出线 2. 弹簧片 3. 线圈 4. 芯轴 5. 磁钢 6. 阻尼环 7. 壳体 8. 顶忏 9. 限幅器
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与电动式速度传感器配套的二次仪表一一电动式测振仪，主要是微积分放大器，滤波器

和检测指示部分，用于对传感器输出的信号进行放大，可直接测量速度 p并且经过积分电路

可测量位移;经过微分电路可测量加速度。

2) 压电式加速度传感器

压电式加速度传感器简称压电加速度计，当它与结构一起振动时，传感器内质量块在加

速度作用下将产生惯性力而使晶体片加压，由于晶体片的压电效应而产生电荷，在一定的压

力范围内，输出电荷与加速度成正比。所以通过对压电加速度计输出电荷的量测即可确定

加速度的大小。如图 5-2 所示为压电加速度计结构示意图。

'AOFUqo 

4 

5 

5 

'Aq

,"qoaaz 

(b) 剪切式

压电加速度计

3. 压电晶体 4. 基座 5. 引出线

(a) 中心压缩式

图 5-2

1.压缩弹簧 2. 质量块

压电加速度计配套的二次仪表常用电荷放大器，电荷放大器是一种高增益的带电容负

反馈，并且输入阻抗极高的运算放大器。它的输出电压与压电加速度计发出的电荷成正比，

与反馈电容成反比，它受电缆电容的影响很小，这是电荷放大器的-个主要优点。电荷放大
器的输入端→定要很好地加以屏蔽。

3) 涡流式位移传感器

涡流式位移传感器是一种非接触式传感器，其头部有一线圈与谐振电容并联，构成并联

谐振回路，当通有交变电流的传感器线圈靠近被测导体(振动体)表面时，在导体的表面产生

感应电流一一一电涡流。导体与传感器之间间

隙越小，导体产生的电涡流越大，传感器线

圈的电感量就越小。它的输出电压是电感

的函数，因此导体与传感器之间间隙变化

时，测得输出电压值就可获得间隙值。

涡流式位移传感器的主要特点是它与

被测点没有接触，因此它特别适用于旋转轴

的振动量测。它的灵敏度高，结构尺寸小，

对环境影响不敏感。如在同一铅垂平面内

用两只相互垂直的涡流式传感器可测得转

轴的轴心轨迹和轴心位置。

。应变片

应变片是一种电阻式传感器，既能作结构静态应变的测量，也能作结构动态应变的测

3 

图 5-3 电涡流传感器测量系统

1.转轴 2. 传感器 3. 前置器

~耶百羽!
川旦旦擅童到 i

I 
ll l R I 

L工组耳j抽油墨u

;=\| 

2 

L 
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量。应变片除了直接作为传感器进行振动应变测量外，还可以将它粘在弹性元件上，组成对

应的位移、速度、加速度及力等传感器。

5) 力传感器

力传感器是用来量测激振力、压力、反力等的探头。力的测定是通过量测力的效应(如

力所产生的应变、位移、加速度等)来进行的。因此，力传感器是通过应变、位移或加速度等

的变化转换成电量的变化来设计的。

传感器的类型很多，每-类传感器都有它自己的特性，选择使用时根据具体对象要考虑

传感器频响特性、灵敏度、信噪比等诸多因素，与后配的放大和量测仪器间的匹配等。

5.2.2 激振设备

激振设备使结构产生振动，以便进行振动测量。激振设备按其产生振动方式不同可分

为:激振器、冲击锤及振动实验台等。

机器的振动实验装置如转子实验台就不需配激振器。转轴运转时，由于转子的不平衡

等因素激起装置振动，其激振力大小随转速而改变。这类实验台一般不需再配激振设备。

1)激振器

激振器是将激振力作用于被测结构上，使结构产生强迫振动的设备。它既可以对模型

进行激振实验，又可用于实际结构物的激振实验。激振器一般是通过连接杆件对结构施加

激振，根据其士作原理，通常分为机械式、电磁式和液压式 3 类。

机械式激振器通常是根据偏心质量惯性力、凸轮机构或曲柄连杆等原理设计成的。偏

心式激振器是靠具有相同偏心质量的对称飞轮同步反向旋转而产生水平(垂直)向激振力。

凸轮式靠飞轮偏心旋转推动激振连杆产生激振力。曲柄连杆式则是靠曲柄连杆机构实现将

圆周运动转变为往复直线运动而产生激振力。机械式激振器的共同特点是激振力较大，可

以从几百牛至几千牛;而激振形式均属谐波，但激振频率不高，多用于较大尺寸结构振动体，

详见第 2 章。

电磁式激振器如图 5-4 所示，激振器连杆与动圈相连，

并由弹簧支承在磁铁上。当动圈内通过交变电流时，由于在

磁场中受磁力作用，动圈将在磁场内往复运动并切割磁力线

而产生交变激振力。激振力的大小与动圈交变电流强度成

正比。

若电流为正弦交变电流，则激振力为正弦激振力。如果电

流为任意变化规律的交变电流，则也为任意变化的激振力。

所以，当磁场一定时，电磁式激振器的激振力 F<t)将取，

决于输入动圈中交变电流 l(t) ， 由于 l(t) 的变化范围很宽， 图 5-4 电磁式激振揭示意图

且可由汁算机来控制，所以，电磁式激振器在激振力的大小、事

频率特性上都有较宽的变化范围，激振形式可以是谐波、任意波及随机波等多种。

液压式激振器是以液压泵产生的油压为激振力的设备。诸如油压千斤顶、脉冲千斤顶

及由伺服机构控制的液压传递系统。由于采用液压传递，因此激振力可以很大，可达几千千

牛，但由于液体在频率较高时会产生自激使波形受到干扰。因此，液压式激振器低频性能很

好，最低可达千分之一赫兹。液压式激振器通过计算机控制，可实现谐波、任意波及随机波
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等多种激振形式，所以在结构振动实验中得到广泛使用。

振动台是指由激振器激振的-个台面。由激振器激振产生振动的振动台根据激振器的

种类可分为机构式、液压式和电磁式。振动台的台面支撑有弹簧(或连杆)、液压及气垫等方

式。通常要求振动台面上各处的振动状态一致。这样，在对结构模型激振时，接触面上各点

的受力状态也就完全一致，相当于结构坐落在刚性地基上，这样的振动台就是刚性振动台。

激振器是对结构模型上某一点激振，且该点的运动状态将受激振器的控制;而振动台则对模

型结构基础面所有点给予同步激振。

2) 冲击锤

图 5-5 所示为典型的冲击锤，它有一个力传感器，传感器前端装有冲击端。当结构受到

锤激振时，在非常短的时间周期内，能量传给

了结构，使之产生振动。在图 5-5 中给出了

典型的冲击锤输入力信号。力信号的形状取 i 
决于锤的冲击端材料种类、冲击锤的质量以 ---…一­
及受冲击结构的动态特性。因为冲击力谱的

频宽是由冲击力信号长度决定的，锤的冲击

端和结构越硬，力信号就越短，频率范围就越

力传感器

宽。附加质量(图 5-5 虚线)加在锤上，则力

的信号将增宽，截至频率将降低。图 5-6 分
图 5-5 冲击键和典型的输入力脉冲

t 

别表示了某锤的冲击端为钢、塑料和橡皮时的功率谱曲线，以及锤上有附加质量时的功

率谱。

dB 
O 

橡皮冲击端

• 
、­
、飞

塑料冲击端
钢冲击端

、、"'-.
、--、，
、.
--、

、--、
、，、

、，

I K 2 K 3 K 4 K 5 K 6 K Hz 

橡皮神击端

dB f-.,. 
01\r=\ 

塑料冲击端
钢冲击端

\飞.....\ 带附加质量

I K 2 K 3 K 4 K 5 K 6 K Hz 

回 5-6 应用钢、塑料和橡皮的冲击端及有附加质量时，

冲击锤脉冲的典型的自功率谱

应用冲击锤进行冲击测试具有设备简单、快速、方便等优点。但是，力信号具有高的波

峰因数，使它不适宜用于非线性系统。有限的信号带宽的控制也是它的一个缺点。

5.2.3 数据采集和分析设备

传统的振动测量方法是将连续变化的振动量和力等物理量转变为连续电压信号，并进

行显示、记录或进一步分析处理，如测振仪、光线示波器、磁带记录仪等。这些连续变化的物

理量和信号称为模拟量。模拟量信号的缺点是显示、记录的精度低，抗干扰能力差，而且不

便于进一步分析处理。动态数据采集的功能是将模拟信号转变为便于贮存、传输和分析处

理的数字信号，它在现代化振动测试中起着关键作用。振动测试中的数据采集，面对的是动

态信号，比起用于常规工业控制或静态信号的数据采集有着更高的要求。
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模拟信号适调器(程控放大、抗?昆滤波器)加上采样保持器和模数转换器，组成了完整的

数据采集系统。图 5-7 为动态数据采集框图，数据采集的目的是将连续变化的模拟信号转

变为幅值域离散的数字信号，即模数转换(A/D) 。模数转换是实现将模拟量转换为数字量

(二进制数码)的量化过程的电子技术。实现这种转换技术的电路或器件称为模数转换器。

模拟信号适调器的作用是为了减小量化误差，防止出现频率由迭现象。对时间连续的信号

进行采样是通过周期脉冲序列的调制来完成的。实际的采样脉冲有一定的宽度 to ， 但通常

远小于采样间隔 t，。实际采样时，是将采样所得到的离散的信号通过记忆装置一一保持器

保持起来，在信号处于保持期间进行模数转换。在动态测试中，经常需要同时对多个信号进

行数据采集，由多通道数据采集系统来实现。

坦主H些封恒生些H I I 计算机

亟E岳画gEEji
娱 H 模/数转换

打印机

传感器 采样/保持

绘图仪

图 5-7 数据采集框图

现代动态信号分析主要采用数字方法，可以由软件在通用计算机上实现频谱分析，也可

以用专用硬件设计成仪器完成，其核心是快速傅立叶变换(FFT)。振动信号分析除频谱分

析之外，还有时域分析(相关函数)和幅域分析(如均值和均方根值的计算、概率密度和概率
分布函数分析等)。

5. 3 振动特性参数的测量

5.3.1 测量前应考虑的问题

在进行→项振动参数的测量时，首先应明确测量要求，把应测的量逐项开列清楚，弄清

各量之间的关系，把分析计算公式事先写好。实验确定实验方法，根据实际条件，通过比较

选定→个合理的方法。在实验方法确定之后，再制订具体的测量方案，这时有很多因素要综
合考虑。以下若干问题，是制订实验方案时应该注意的:

(1)慎重确定测量点。要求事先对振动体的性质有一初步的了解。

(2) 选择传感器及合适的配套仪器。应考虑到不同的传感器对配用电子仪器的特殊要

求，如压电式加速度计对前置放大器的要求等。选用时要考虑测量仪器的频率、相位特性、
动态范围、便于操作等因素。
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(3) 画出仪器设备的连接方框图，在图上注明仪器的类型及型号。

(1) 根据振动动量级、频率范围、电气绝缘以及避免对地问路等方面的考虑，选择传感

器的安装方法。

(5) 确切弄清各仪器的灵敏系数，必要时应做仪器标定。

5.3.2 振动基本参数的测量

利用仪器检测，可以获得机械振动的 3 种基本参数(振动三要素):振幅、频率和相位。

振动振幅指示出系统振动的强度和能量水平。振动频率是用于判别结构的自振特性和

振动振源的十分重要的一项参数。相位指两个频率相同的波形之间的相位差值，例如激振

与响应之间的相位，振动体中不同位置两点振动的相位等。

1)振幅

振动的振幅通过数据采集可直接获得。振幅可以位移、速度或加速度幅值来表示，分别

可用与之对应的传感器进行测量。

关于传感器的选择，除了要考虑它的尺寸大小、重量，性能，运行环境以及辅助设备的限

制外，还要考虑被测振动体的振动特性。一般对于低频振动测量，优先采用位移传感器;对

于中频振动，优先采用速度传感器;对于高频振动，优先采用加速度传感器。旋转机械转子

系统的振动测试，主要采用非接触涡流式传感器。

对于低频振动，或在位移特别重要的地方或需要通过测量位移来确定应力的地方，应优

先考虑采用位移测量。旋转机械转轴的振动测量，主要采用涡流式位移传感器。

由于振动的速度与振动的动能直接有关。一些规范是用速度量作为控制的参数，则必

须进行速度测量。目前广泛采用速度的均方根值(振动烈度)来检测振动的严重程度及其损

坏效应。

对于高频振动和冲击振动基本上进行加速度测量。当需要对结构所受力进行分析

时，由于力与加速度成正比关系，所以也往往进行加速度测量。目前一般振动响应的测

量中往往优先选用压电式加速度计，其原因一是压电式加速度计体积小、重量轻;二是它

的频率范围与动态范围非常宽，很适于近代的振动测量;兰是加速度计所配的积分电路

比微分电路简单可靠，可在很宽的频率与动态范围内精确方便地从加速度信号得到速度

与位移量。

2) 振动频率和相位

振动的频率和相位可通过对振动随时间变化的图形分析获得。

简谐振动的频率测试比较容易，常用方法有利萨如( lissajous) 图形法、电子计数器测频

法或振动波形与时标信号比较法等。

振动的相位可以用相位计直接读取;或用双踪示波器将被测信号与基准信号进行比较

测定;也可以把振动信号与基准信号的时间历程记录下来，进行比较而测定。

一般的时域振动信号，可通过傅立叶变换法(DFT 或 FFT)得到其振动频率和相位。现

代数据采集和分析设备均具备此功能。

5.3.3 结构的动力参数的测量

结构动力特性通常指结构的固有频率、振型、阻尼比等参数。虽然可以通过理论计算求
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出结构的固有频率、振型，但是对复杂结构来说，理论计算往往会因简化而带来一定的偏差，

通过测定则可较精确地获得这些参数。结构阻尼比到目前为止，只能通过实验获得。

测定结构动力特性的方法有自由振动法和强迫振动法。自由振动法指给予结构初始干

扰，使其产生自由振动时测定其动力特性的方法，如对结构施加冲击荷载使其产生振动。强

迫振动法可以用激振器等对结构施加频率变化的激振力，迫使结构产生强迫振动，从而测定

结构的动力特性。而模态分析是一种研究结构动力特性的现代方法，是建立在实验(或实

测)的基础上，采用实验与理论分析相结合的方法。

1)固有频率

结构的固有频率是振动系统的一项主要参数，它决定于振动体本身的质量、刚度及其分

布。研究振动问题，在很多情况下，首先就要求确定结构的固有频率。结构振动实验常根据

结构强迫振动时共振原理来确定结构的动力特性，称为共振法。以一个单自由度系统为例，

根据第 2 章的振动理论分析，可以分别求得强迫振动时位移共振频率、速度共振频率及加速

度共振频率。表 5-1 列出了上述各种频率。在无阻尼时，上述各种共振频率相同，均等于无

阻尼系统自由振动频率，即固有频率。在有阻尼的情况下，只有速度共振时测得的共振频率

就是系统的固有频率。当阻尼很小时，位移共振频率和加速度共振频率也接近于固有频率。

2) 阻尼参数

在结构振动问题中，阻尼是影响振动响应力的重要因素。计算自由振动位移值时，需考

虑阻尼的影响;在强迫振动时，特别是干扰力频率接近结构固有频率时，阻尼在位移中起了

更重要的作用。因而阻尼理论的研究及阻尼参数的获得是很重要的。

自由振动频率

位移共振频率

速度共振频率

加速度共振频率

表 5-1 单自由度系统各种共振频率

元阻尼

α， 

句，

w 

w 

ω 固有频率;r 阻尼比成一一刚度川一一-质量。

有阻尼

ω/l- Ç' 

ωjl-2Ç' 

w 

α， 

/1-2 Ç' 

通常测定系统阻尼比的方法有 2 自由振动衰减法和半功率点法，在第 2 章中已经叙述。

3) 振型

由多自由度系统理论可知，结构在振动时，物体上各点的振幅不仅是时间的函数，而且

是空间的函数。对于任一固有频率，结构物各点的振幅之间具有一定的比例关系，形成一个

不变的振动形式，即对应于该频率的主振型。

测定结构的振型，需施加激振力使结构物在某一阶固有频率下振动，即激出单一的振

型，此时测定结构物上各点的振幅值和相位，即可得到结构对应于该频率的主振型。测点布

置视结构形式而定。可根据理论分析，估算结构在共振时的变形曲线形状，然后在变形较大

的部位布点，要考虑到根据测定的振幅值，可以勾画出结构振型曲线，故在测定高阶振型时，

需要较多的布设测点进行测量。如对-维弹性体来说，其振型曲线的节点(在振动过程中位
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移为零)位移不变，节点两边的位移反相，两节点之间必然有波峰。所以，对一维的弹性体来

说，找出了节点，就可以大致确定振型。对于一个二维的弹性体来说，其振型是二维函数，并

且存在节线(在振动过程中位移为零的连线) ，同理，找到了节线，就可以大致确定振型。对

于较小的模型或试件，测试时尤其要选用质量小的传感器，使它的附加质量不致影响模型原

来的振型。

5.3.4 实验模态分析

模态分析的指导思想是对一个复杂结构的振动分析，它是解决工程中振动问题的重要

手段。这里简要介绍实验模态、分析系统的理论基础及正确使用所必需的基本知识。

模态是指机械结构(多自由度系统)的固有振动特性。每-个模态具有特定的固有频

率、阻尼比和模态振型。这些模态参数(模态频率、阻尼比和振型)可以由计算和试验分析取

得。基于线性叠加原理，-个复杂的振动系统可以分解为许多模态的叠加。这样→个分解

过程称为模态分析。模态分析通常都是指实验模态分析。振动模态是弹性结构的固有的特

性。如果通过模态分析方法搞清楚了结构物在某一感兴趣的频率范围内各阶主要模态的特

性，就可以预测结构在此频率范围内在各种振源作用下的实际振动响应。因此，模态分析是

结构动态设计、振动控制及故障诊断等的基础。

模态分析提供了研究各种实际结构振动的一条有效途径。首先将结构物在静止状态下

进行激振，如使用激振器、振动台、瞬态锤击等激振方法，通过测量激振力与振动响应并通过

双通道 FFT 分析，得到任意两点之间的机械导纳函数(传递函数)。用模态分析理论通过对

试验传递函数的曲线拟合，识别出结构物的模态参数从而建立起结构物的模态模型。根据

模态叠加原理，在己知各种荷载的时间历程的情况下，就可以预计结构物的实际振动响应历

程和响应谱。

由于计算机技术、FFT 分析仪，高速数据采集系统以及振动传感器、激振器等技术的发

展，近十多年来试验模态分析得到了很快的发展，受到了机械、电力、建筑、水力、航空航天等

许多部门的高度重视，已有多种档次、各种原理的模态分析硬件与软件问世。

模态分析大致可分为 4 个基本步骤:

1)数据采集及响应分析

(1)激振方法:试验模态分析是在实验室内人为地对结构施加一动态激振，采集各点的

激振力信号与振动响应信号，根据力与响应信号用各种参数识别方法获取模态参数。激振

方法不同，相应的识别方法也不同。目前主要有单输入单输出、单输入多输出、多输入多输

出 3 种方法。以输入力的信号特征还可以分成正弦扫描、稳态随机(包括白噪声、宽带噪声

或伪随机)、脉冲激振等。脉冲激振的数学原理是脉冲函数具有与白噪声相同的平直频谱，

而它的近似实现比稳态随机简易得多，因此得到广泛应用。

(2) 数据采集:单输入单输出方法要求-次采集输入与输出两个点的信号，用不断移动

激振点位置或响应点位置的办法取得振形数据。另外两种方法则要求大量通道数据的高速

并行采集，因此要求有大量的振动测量传感器或激振器。

(3) 响应分析:如响应谱分析、传递函数估计、脉冲响应以及相关分析等。

2) 建立数学模型

根据已知条件，建立一种描述结构及特性的模型，作为计算机及识别参数的依据，目
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前一般假设系统为线性的。根据采用的识别方法不同，分为频域建模和时域建模。根据

系统阻尼特性及坐标捐合情况分为实模态(比例阻尼)和复模态(一般甜性阻尼)等。

3) 模态参数识别

参数按识别域的不同可分为频域法、时域法。激振方式不同，相应的模态参数识别方法

也不尽相同。对于目前能够进行的大多数结构，只要取得了可靠的频响数据，使用较简单的

识别方法也可能获得良好的模态参数。

参数识别通常采用频域方法，即由实测的传递函数，通过优化方法来确定模态参数。较

多采用的优化算法是最小二乘法，优化的准则为使实测的传递函数与数学模型对应的值总

均方误差极小。模态参数识别有时又称为曲线拟合(传递函数曲线拟合)。如利用实频曲线

拟合、虚频曲线拟合、导纳阅拟合、多项式曲线拟合等。不管何种模态、识别方法本质上都是

利用大量的数据信息去拟合出模态参数。在小阻尼的情况下，其中只有共振附近的数据才

是有效的。远离共振处的数据信噪比很低，相干函数很小。因此，只需在每阶模态频率附近

取出传递函数的有限个数据。这样处理不仅大大提高了识别的速度，而且因为剔去了非共

振区内信噪比差的数据，从而提高了识别精度。

的振型动画

参数识别的结果得到了结构的模态参数模型，即一组固有频率、阻尼比及相应各阶

模态振型。由于结构复杂，由许多自由度组成的振型的数组难于引起对振动直接的想

像。必须采用活动振型的方法，将放大振型叠加到原始的几何形状上，便于对振动的

直观。

以上 4 个步骤是模态实验及分析的主要过程。而支持这个过程的除了激振拾振装置、

双通道 FFT 分析仪、计算机等硬件外还要有一个完整的模态分析软件。通用的模态分析软

件必须适合各种结构物的几何特征，设置多种坐标系、划分为多个子网结构，具有多种拟合

方法并将结构的模态振型在屏幕上变为兰维实时动画 o

模态实验须对使用的传感器进行可靠的标定，并送入正确的工程单位以及合理地选择

窗函数进行处理等，这些对试验的成功和获取准确的测量数据都十分重要。

5.4 信号分析技术基础

机械设备是由若干的机器零部件组成，而组成机器的零部件各有其质量、刚度和阻尼，

当机器受到激振后，振动的特征将随振动频率或时间发生变化。另外，由于机械系统内各个

元件的结构形式、连接方式和工作性能各不相同，在受到同→激振后各处的振动响应是各不

相同的。实际测量到的机械振动信号，有周期件的信号(如转子的不平衡、联轴器的不对中

等) ，冲击性的信号(如齿轮啃合、滚动轴承的表面缺陷) ，还有很多是属于随机性的信号(如

滚动轴承的表面粗糙、涡轮机械中的流体冲击或扰动等)。在实际所测的信号中还往往混有

很多随机噪声，有时候噪声很大，甚至把真正需要的机器振动信号淹没掉了。

解决上述问题，需要掌握进一步的信号分析技术;往往需要同时在两个通道上进行信号

分析处理，用更为有效的于段分析一些振动问题。
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5.4.1 振幅特征的描述

在简谐振动中，振动幅值指位移 x(t)(或速度、加速度)的最大值。·一般情况下，机械振

动振幅的特征可用峰值与、峰峰值工仲、绝对平均值 X• 
Xav和均方根值Xnns等来描述，它们均可表示振动的 r-"- r-"-

烈度和能量水平;它们的意义以及与简谐振动中振

动幅值的比较见图 5-8 和表 5-2。振动峰值更能体

现结构对冲击性激振的响应;而均方根值更能体现

对随机性激振的响应。

峰值与表示 x (t) 的最大值。

名称

峰值 xp
峰峰值工ρρ

绝对平均值凡

均方根值 x""， (有效值)

T一-一振动周期或采样时间。

表 5-2 振动幅值的描述

幅值

xCt)的最大值

x(t)的最大值与最小值之差
1 

o • 

I 

A/LL x 2 
(t) dt 

图 5-8 振幅特征的描述

简谐振动的幅值比

l 

2 

主(0.637)
7τ 

l 
v 一2 (0.707) 

X1'1' 

' 

此外，还有表示振动波形特征的波形因数和波峰困数也是→般振动幅值的重要特征。

波形因数凡，表示均方根值与平均值的比值

I 

瓦 =ET
被峰因数 Fp 为峰值与均方根值的比值

(5- 1) 

F户 =fT
5.4.2 相关函数分析

相关函数表示两个时域信号之间的相 x {t) 

互关系(即相似性)。它包括自相关函数和

互相关函数。

1)自相关函数

白相关函数 R，. (r)描述随机信号 x<t)在

不同时刻的状态之间的相互关系，或者说它

是用来表述函数丘。在 t 时刻和<t+τ)时刻

的相似性的。可把自相关函数 R.r (r)理解为

。

x {t+ τ) 

曲线工<t)在时间坐标轴上向右平移 τ后所得 。

的曲线工 <t十 r)这两者之间的相似性描述，

(5一 2)

t 

τ 

t 

如图5-9 所示。 图 5-9 信号 X1 (t)与 X1 {t+τ}之间的相似性
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自相关函数是通过一个信号值抖。与该信号滞后一定时间 r 的另一个 x Ct +r)值之间

的乘积在观测时间 T 内求其平均值得到的即
咱 rT

Rr ( r) = .}L~， 1-于J 0 x {t)x{t + θdt 

式中 : R .r ( τ)一一自相关函数。

r一一一信号 x(t)的滞后时间或时间坐标的移动值。

T→一一所取波形的历程时间。

(5-3) 

自相关函数是偶函数，当 r=O 时，两条曲线完全相似，自相关函数值为最大，此即为均

方值(有效值的平方)

RJO)=limL|Tt(t)dt=4"(54) 
T→∞ 1 J 0 

当 r 值变大时，随机振动信号 x(t)对工(t+ τ) 的相互关系逐渐减弱，R，(r)变小，当

τ→∞，则Rr (r)→0。但如果 x(t)是周期振动信号，则Rr (r) 不收敛，其Rr (r)也是周期函

数，且与 xCt)的周期相同。利用 R.1 ( τ) 的这个性质可从随机信号中检测出周期信号。

齿轮和滚动轴承在运行中带有大量的随机噪声，它们一般具有宽频带随机的特征。利

用噪声诊断机器故障时，首先要从噪声中查出隐藏的周期信号成分，这种周期成分就代表着

齿轮和轴承存在某种缺陷。在缺陷发生初期，因为周期信号不明显，直接测量结果难以发现

问题，如果用自相关分析方法，根据 R.r ( τ) 的幅值变化及其包含的频率可以早期查出机器的

缺陷所在。

图 5-10 为某车床变速箱噪声的自相关函数图:图 (a) 中 R.r (r) 曲线随着 r 的增大很快

衰减到零，这是一种宽带的随机噪声，表明机器运转正常;图 (b) 中的Rr (r)值开始有所衰

减，但以后就显现出其中的周期成分，说明变速箱中存在某种缺陷，转轴在旋转过程中缺陷

处产生周期性冲击。将变速箱各根轴的转速频率和 R.r ( τ)和波动频率 f作比较，就可确定

缺陷产生在哪根转轴上。

R.. (-r) R.. (τ) 

r 

( a) 正常状态 (b) 异常状态

圈子10 车床主轴箱噪声的自相关函数

2) 互相关函数

互相关函数R布 (τ)用来确定两个信号 x(t)和 y(t) 的不同时刻的状态之间的相关'性，亦

即考察信号 x(t)在时刻J t 与信号 y {t)在时刻 t+r 之间的状态有什么联系。互相关函数可

表达为
唱 rT

Rry (r) = lim 土 I x Ct). y(t 十付出
T→∞ 1 J 0 

(5-5) 
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与自相关函数类似，也可以把互相关函数理解为信号图形 x(t)与另一信号图形 y(t)沿

时间坐标轴向右平移 r 后，与所得图形 y(t+τ)之间的相似性描述。如图 5一 11 所示，图 (a)

表示信号 x(t)和抖。在时延 τ 时的关系;图 (b)是它们的互相关函数。其中互相关函数很

高的尖峰表示 x(t)与 y(t)在 τ=τ。时存在相互联系，而在其他时间间隔没有联系。

X(I) 

。
1 .R叮 (τ}

τ 

y (1) 

t r 
。

(a) 两个信号 (b) 互相关图

图 5-11 两个信号的互相关函鼓

互相关分析实际上反映两个信号之间有无因果关系。可以用来判别随机振动的振源。

例如图 5-12 所示为一种检测汽车驾驶座振源的测试分析框图。

R. ly (τ) 

y (r) 

Xl (r) r 

互相关分析

X2 (r) 
Ray (τ) 

r 

图 5-12 汽车振动振源的E相关分析

为了确定驾驶座的振动究竟是来自发动机还是车轮，在驾驶座、发动机和轮轴上分别安

装加速度传感器，将发动机或轮轴上的振动信号作为输入 Xl (t)或工2 (t)， 驾驶座测取的信

号作为输出抖。，分别送人双通道分析仪进行互相关分析。结果发现发动机与驾驶座的相

关性差，而后轮与驾驶座之间出现明显的相关。因此，判别驾驶座的振动主要是后轮传递过

来的，从互相关图尖峰的横坐标数值可以判断振动传播的时间。

互相关函数还可用来测量机械系统响应信号对于激振信号的滞后时间，只要对输入和

输出信号进行互相关分析，互相关图上出现的峰值所对应 τ。的值就是它们的滞后时间。它

表示在时延 τ。处信号 y(t+ro)与 x(t)最为相似。也就是说，与激振信号 x(t)最相似的是将

信号 y(t)在时间坐标轴上向右平移 τ。后所得的信号。利用上述两信号相关时的滞后时间

测量，可诊断故障信号发生的位置，如深埋于地下的输油管道泄漏位置探测。
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5.4.3 功率谱分析

1)自功率谱密度函数

频谱图的分析有两种表示方法:一种是以振幅(均方根值或峰值)形式表示，成为幅值

谱，另一种以能量的形式表示，称为功率谱。

振动信号剧的能量是用均方值来量度的:IL =4j>2(t)dt

上式中

Z丘(ωtο)经过傅立叶变换得到谱密度函数 X(ωω) ， X(ωω)是单位频率上的振动量有效值。同

理，对功率进行傅立叶变换可得

主 r= x 2 (t )dt = 土 r= 1 X(ω) 1 2也=} r∞ G(ω)白白-6)
TJ 一∞ 2πTJ ~ -- ，~， ~ 2πJ 叩

式中

1 X(ω) 1
2 

G.r(ω) = lim 一一τF一一
T-臼o 1 

(5-7) 

G.r(ω)称为功率谱密度函数或自功率谱密度函数，简称自谱。它反映了单位频率上的

均方值的大小。自谱密度函数是复数。

已知傅立叶频谱函数 X(ω)与时域信号 x(t)的关系为

xω =f二(川dt
设 X赞 (ω)是 X(ω)的共辄复数，即

X' (w) = f: x(川dt
则 Gx (ω)与 X(ω)的关系为

G.r(ω) = X(ω)X' (ω) 

实际上，自相关函数凡 (r)与自谱 Gx (ω)构成了一个傅立叶变换对

Gx(w) = f二R.r ( r) e-j<d dr 

2) 互功率谱密度函数

(5-8) 

(5-9) 

功率谱密度函数分为两种:自功率谱密度函数和互功率谱密度函数，互功率谱密度函数

简称互谱。互谱G阜 (ω)可表示为

G.ry (ω) = X(ω)Y铸 (ω)

式中 :Y‘ (ω)一一一信号 y(t) 的频谱 Y(ω)的共辄复数。

上面提到自相关函数与自谱构成了一个傅立叶变换对;与此相对应，互相关函数R.ry (r)

也与互功率谱密度函数 G.ry (ω)构成了一个傅立叶变换对

比(ω) = f:凡ω产dr (5-10) 
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τ 一一一

R_. (τ) = ^1 I ∞ G~. (ω) e 1<Ol" dw (5-11 ) 
" t， π'J~ ν 

互谱密度函数也为复数，其形式可表示为

G布 (ω) =1 G币 (ω) 1 石阶yω

式中: 1 G月 (ω)1 互谱的模。

rþ:ry (ω)一→互谱的相角。

互谱的模反映了两测点信号在各个频率上的能量大小，互谱的相角则反映了两测点在

频率 ω 处的相位差。因此，互谱密度函数可以确定各频率成分上信号传输的滞后时间 τ=

rþ~ (ω) 
。另外，通过互谱和自谱关系测得的传递函数就不会受到系统内部噪声的干扰。

臼J

5.4.4 传递函数和相干函数

1)传递函数

在频域内描述系统输入输出特性的函数称为传递函数或频率响应函数 H(ω) ，简称频

响函数。若系统的激振为 x(t)(例如力信号) ，响应为 y(t)(例如振动位移、加速度或速度) , 

X(ω)和 Y(ω)分别为它们的傅立叶变换，则 Y(ω)对 X(ω)之比成为传递函数(精确地讲，传

递函数为输出与输入信号的拉普拉斯变换之比) ，记为

Y(ω) 
H(ω)= 

山 X(ω)
(5-12) 

传递函数描述了频域内机械系统的动态特性关系。如图 5-13 所示，机械系统的一

端为输入信号，另一端为输出信号。这个输入和输出端，可以是→个激振点和一个响应

点，也可以是多个激振点和多个响应点。机械结构是→个复杂的系统，各个元件的质量、

阻尼、刚度等参数对信号传递的影响各不相同 o 例如转轴上的一个振动信号，通过轴承、

支架传递到基础，在基础上测得的振幅和相位将与转轴上的有很大不同，传递函数反映

两者间的关系。

输入(力、位移等)x(t) 二 ZoeM

" 

传递函数

机械系统

(质量 m、阻尼 c、刚度是)

输出(力、位移等 ) y( t) = Yo e""' 

图 5-13 机械系统的传递函数

一般 H(ω)是一个复数，由实部和虚部组成，如用复数极坐标表示，为

" 

H(ω) =1 H(ω) 1 e一片(ω) (5-13) 

式中: 1 H(ω) 1 H(ω)的模，也称为系统的增益因子。

rþ(ω) H(ω)的相角，也称为系统的相位因子。

系统传递函数的模 1 H(ω) 1 表示输出振幅与输入振幅之比;系统传递函数的相位因子

rþ(ω)表示输出和输入的相位差。 IH(ω)1 和 rþ(ω)都是频率 ω 的函数，因此传递函数反映了

系统输入和输出之间的幅频特性和相频特性。

在机械系统中，由输入或输出信号物理量的不同组合，可得到各种传递函数的名称。

当输入为力时，可得
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当输出为力时，可得

机械振动理论与应用

位移导纳(动柔度)=j盒血直至主
输入激振力

输出速度
速度导纳(机械导纳)=一一一一一

输入激振力

输出加速度加速度导纳(机械惯性)
输入激振力

一输出激振力位移阻抗(动刚度)一
输入位移

一输出激振力速度阻抗(机械阻抗) 输人宣~

输出激振力
加速度阻抗(动质量)=

输入加速度

在机械系统中，常常需要预知其一些重要的结构频率响应特性。例如，在模态实验的频

域方法中，基本要点是测定机械系统各J点对激振点的响应;转子运行时的稳定性情况以及机

架、基础的减震效果好坏，需要预测轴承的动力特性、基础上的原点阻抗及交叉传递阻抗等;

又如，滚动轴承缺陷在运行中的冲击脉冲信号，用装在机壳外部的加速度传感器接收信号

时，也必须考虑机壳的传递函数。所有这些零部件结构系统的动力特性，都可以用某些双通

道分析仪或频响分析仪进行测定，测量结果将获得频域内输入输出的幅值比和相位差。

2) 相干函数

相干函数又称凝聚函数，是在频域内描述两个信号因果关系的一种无因次比例系数，也

是用来说明两个信号在频域内是否相关的一种判别指标。它把两个测点信号之间的互谱与

各自的自谱联系起来，用来确定输出信号 y(t) 中有哪些频率成分、多大的程度来自输入信

号抖。，通过它可以了解到输入与输出信号之间的影响程度。工程上常用相干函数来衡量

噪声对测试分析所得传递函数的影响。相干函数 Yxy(ω) 的定义是

IGr/ω) I 2 Yrv (ω)= í'~-，?'-;"/ , (5-14) 
Gx (ω) • Gy (ω) 

式中 :G呻 (ω)→一由两测点数据作平均后所得到的互功率谱。

Gx (ω) 、 Gy (ω)一一测点 z 和 y 所测数据各自平均得到的自功率谱。

相干函数的变化范围是 0:::二元(ω)ζ1。当儿 (ω) = 1 时，表示该频域信号 y<t) 完全来

源于信号 x<t) ，称为全相干，即 y<t) 完全由工(t)所引起，没有其他输入或噪声的影响。当

. 0 <元(ω) <1 时，表示该频域y<t) 有一定程度依赖于抖。，而其余部分则可能是以下几种

情况引起的:

(1)测量信号中说有外界干扰信号。

(2) 系统存在非线性因素。

(3) 系统中除了输人信号抖。之外，还有其他输入信号。

当 Yxy(ω) = 0 时，表示该频域 y(t) 与工(t) 完全不相干，这时测到的传递函数是没有意

义的。
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习题与思考题

5. 1 常用的机械振动测量传感器有哪 3 种?当被测量的频率范围处于高频段，应优先

采用哪种传感器?大型旋转机械中监测转轴的振动，应采用哪种传感器?检测振动烈度，应

采用哪种传感器?

5. 2 指出利用仪器检测可以获得机械振动的 3 种基本参数(振动三要素)是什么。

5.3 指出获得结构固有频率和阻尼的方法有哪些。

5.4 结构的主振型怎样测量?

5. 5 自相关函数和互相关函数各有哪些特点?它们在机械振动分析中有什么作用?

5. 6 传递函数在机械振动分析中有什么作用?传递函数幅频特性和相频特性所表示

的意义是什么?

5. 7 时域内反映两信号相似程度的函数是什么?频域内判断两信号是否有因果关系
的函数是什么?
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第 6 振动理论在机器故障诊断中的应用

6. 1 机器故障诊断技术概述

6. 1. 1 机器故障诊断的内容

机器故障诊断技术是近年来国内外发展很快的一门学科，它所包含的内容比较广泛，如

机器发生振动和机械损伤时的原因分析、振源判断、故障防治，机械零部件使用期间的可靠

性分析，机器运行状态量〈振动、噪声、温度、压力和流量等)的监测，状态特征参数变化的辨

识等，都属于机器故障诊断的范畴。

机器故障诊断的前提是必须了解机器的工作状态，或称"健康状况"，掌握机器各部位和

零部件的性能是处于良好状态，劣化状态或者是故障状态。而对机器工作性能状态的了解

是通过各种监测手段和分析系统来实现的。

所以实际上机器故障诊断技术所包含的内容是指机器运行中的"状态监测"与"故障诊

断"两部分。

机器故障诊断技术应具备的功能是:

(1)在不打开机器的条件下，能够确定机器故障的性质、部位、程度和发展趋势，预测设

备的可靠性程度。

(2) 能够定量地检测和评价机器各部分的运动状态，缺陷和磨损，性能的劣化。

(3) 能够确定机器故障的修复或控制方法。

由于现代化生产规模不断扩大，生产装置向着大型化、高速化、连续化和自动化发展。

对机器的性能要求越来越高，一次性投资也越来越大，很多大型装置关键设备都是单机、满

负荷、连续性的操作方式。一旦出现机器故障，将导致停产，其经济损失十分巨大。而且，某

些机器设备一旦出现故障，如化工部门大机组的严重振动故障和灾难性事故，还可能导致重

大损失。

然而，要求机器不出故障是不现实的，最好的设备也不可能永远不出故障，重要的是能

及时发现机器设备的异常或故障，把握它的发展趋势，以便及早采取有效的防治措施。

机器故障诊断一般包括以下几个主要环节:

(1)机器设备状态参数的检测，信号采集。

(2) 对获得的信号进行分析，提取故障的特征信息。

(3) 确定机器故障的类型和部位。

(4) 对确定的故障作防治处理或控制。
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6. 1. 2 机器故障诊断的主要方法

机器设备可作为监测的信息是多种多样的，但目前用得最多的是机器的振动信号。因

为机器故障无论从故障机理还是从诊断方法上来看，在很大程度上都与振动密切相关。

一方面，机器由于设计不良、制造误差、安装问题或运行中的磨损等原因引起振动而产

生的故障占整个机器故障的绝大部分。因振动引起故障，或因故障引起振动的情况均经常

发生。另一方面，在振动信号中蕴含着机器的状态变化和故障特征的丰富信息，一般故障都

能以异常振动的形式表现出来。近年来，振动测试和分析技术有了迅猛的发展。信号的检

测和分析技术已成为故障诊断中的重要手段。

机器故障的振动诊断技术就是:借助于仪器测量，通过各种测试分析子段;对测得的振

动信号进行分析、比较、判断，为机器故障诊断提供依据。

除了振动信号的分析之外，其他可作为机器故障诊断的技术手段简要介绍如下:

(1)润滑油的油样分析。对于齿轮、轴承、气缸和曲柄连杆等摩擦副，当工作状态异常

时，润滑油内的金属磨屑会迅速增加。因此，通过测定油中各种金属的含量、磨粒的大小和

分布状况，就可以知道机器零件的磨损程度，判断机器工作是否正常。机械故障诊断中的油

样分析技术通常指铁谱分析和光谱分析，其中铁谱分析应用更为广泛。

(2) 温度的检测分析。通过检测设备温度场，根据温度的分布状态或异常变化来判断

设备的故障状况。例如对旋转机械轴承的温度检测。

(3) 噪声分析。任何运转中的机器都会产生噪声，因为声音是一种机械振动在弹性介

质中传播的波，所以噪声中也含有多种频率成分。与振动诊断法相类似，从噪声的频谱分析

中可以找到与机器工作有关的特征信息。噪声分析可以实现的目的有两个，一是寻找机器

发出噪声的主要振源，以便采取相应的降噪措施;二是通过噪声信号判断机器故障。

(4) 无损检测技术。如声发射检测、超声波检测等。

6. 1. 3 号的处理

振动信号中蕴含着设备的状态变化和故障特征的丰富信息，信号处理是提取故障特征

信息的主要手段，它是进一步诊断设备故障原因并采取防治对策的依据。

动态信号随时间的变化过程表现为多种形式，如简谐的、周期的、瞬态的、随机的等等，

被检测到的信号由于系统传递路径的影响，环境噪声的影响和各种机械元件的联合作用，构

成信号的成分很复杂。如果仅直观地从时域波形上观察，往往很难看出设备究竟是正常还
是异常，如有异常，故障信息又表现在哪些方面?为此，必须对检测到的信号进行加工处理，

以便更全面、更深刻地揭示出动态信号中所包含的多种信息。

目前，各种信号分析仪的功能难以胜数。从信号处理的基本方法及功能来看，可将其主

要功能概括如下:

(1)时域分析。以时间为变量的各种函数或图形，如瞬态记录、时域平均、轴心轨迹图
形、自相关函数、互相关函数等。

(2) 幅值域分析。均值函数、方差和峭度计算概率密度及概率分布函数等。

(3) 频域分析。傅立叶正、逆变换，自功率谱和互功率谱、细化 FFT 技术、三维坐标图、
借频程分析等。
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(4) 传递特性分析。传递函数、相干函数、模态分析等。

傅立叶变换，即频谱分析，是信号处理技术的基础，除了实现时域和频域的转换之外，它

还是研究系统特性的主要工具。线性系统的输入、输出和系统的传递特d性均可通过傅立叶

变换方法求得，可以说，傅立叶变换是求解问题的一个普遍方法。

频谱分析在机器故障诊断中占有重要地位，→切实际发生的复杂信号都能被分解为各

种频率成分，机器出现不同类型的故障，其振动频率的组成是不相同的 o 根据主要频率成分

的幅值大小和分布情况判别故障类型是通常采用的诊断方法。

寻找机器振动原因和部位的常规步骤是:先在机器的主要部位上(如在轴上或轴承

座上)采集信号，经过消除噪声处理后进行频率分析，从频谱图上找出一个或几个具有明

显峰值的频率成分;另外，通过对机器结构特性计算或激振试验，预知机器主要部件的自

振频率;仔细考查机器各部位产生振动的激发源和激发频率。如果频谱图上的主要响应

频率与激发频率或自振频率相对应，则引起机器振动的原因和故障特征频率就可以基本

确定。

在旋转机械中，频谱图上幅值占有优势的一些主要频率成分常常是人们注意的目标。

下列 3 种主要频率分布可以大体上反映出旋转机器某些相应的故障类型。

(1)频谱图上振动主频率等于轴的转速频率，这是最常遇到的情况。这类振动原因总

是和转子各种形式的不平衡相联系的，例如转子初始平衡不良，叶片飞离，轴发生弯曲变形，

轴颈和轴承偏心，转子轴承系统的自振频率与旋转频率接近，支承系统或基础共振等。

(2) 振动主频率与轴转速频率的整倍数相对应。这类情况常与转子和构件的对称性或

转子的对中有关，例如转子在两个相互垂直截面上的刚度不对称，轴承支承刚度在水平、垂

直方向上相差很大，联轴节的平行不对中等。

(3) 振动主频率低于转速频率，这类振动称为亚异步振动。有的振动频率为 1 ×转速

频率(i = 1 , 2 , 3…) ，这多数与摩擦、松动等非线性振动有关系;还有一些是 jX转速频率

(j<l)的振动，该振动频率与转子系统的自振频率相接近，就会引发转子系统的自激失稳振

动，可能在短时间内达到系统破坏性的程度，一般发生在转速频率高于一阶自振频率时，多

数是在二倍转子一阶自振频率以上，例如滑动轴承的油膜振荡。

6.2 机器的振动故障诊断

6.2.1 旋转机械常用的状态监测和分析图形

旋转机械包括汽轮机、电机、离心式压缩机、离心泵和风机等。旋转机械中的确定性的

振动信号可以分为瞬态信号和稳态信号两种形式。瞬态信号是指机器启动、停车阶段或在

外力突变时采集到的信号;稳态信号则是指机器稳定转速下运行时采集到的信号。

旋转机械常用的状态监测和分析图形，用于瞬态信号的有:波德图、极坐标图，三坐标图

和轴心轨迹图等。用于稳态信号的有:频谱图、功率谱图，轴心轨迹图相位分析、趋势分析
等。以下分别叙述几种常用的信号分析图形及其作用。
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1)波德(Bode) 图

波德图是反映机器振动振幅和相位随转速(或频率)变化的关系曲线。转速为横坐标，

振幅和相位角为纵坐标。一般在机器起动或停车阶段采集分析得到。

从波德图上可以得到:

(1)转子系统在各种转速下的振幅和相位。

(2) 转子系统的临界转速(或共振频率)。

(3) 转子系统的共振放大系数(临界转速时的振幅与临界转速后振幅的比值〉。

(4) 根据共振时的振幅确定转子系统的阻尼大小。

由这些数据可以获得转子的动态特性。图 6-1 是某转子启动阶段轴承上测得的披德

图。由该图可知转子的临界转速约为 1 600 r/min，由该图还可得到该转子的动态放大系数

及阻尼。
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图 6-1 某转子启动阶段的波德固 图 6-2 一台压缩机转子启动时的极坐标固

2) 极坐标(Nyquist) 图

极坐标图是把振幅与相位随转速的变化关系在极坐标上表示出来。图中用-旋转矢量

的点代表转子的轴心，该点在各个转速下所处位置的极半径代表轴的径向振幅，该点在极坐

标上的角度就是相位角。这种极坐标表示方法在作用上与波德图相同，但比波德图更为直

观，因为这一旋转矢量点的移动轨迹就代表了转子的振动状态变化。复杂的多平面的转子现

场动平衡仪器常需要用极坐标图来表示。图 6-2 为一压缩机转子在启动阶段的极坐标图。在

图中可清楚看出转子的临界转速是 3750 r/min。因为在相同转速间隔中，3750 r/min的轨迹

距离最长(在该转速下有近 180。的相位偏移) ，且振幅最大。图 6-2 中的慢滚动向量属于初始

弯曲信号。

3) 三坐标囤(瀑布图)

三坐标图的 Z轴为振动频率 ，y 轴为转速或时间间隔 ， z 轴为振动幅值。这种图形实际

上表现了振动体在各种转速下的频谱变化，显示出在某种转速下发生了某个频率成分的幅

值升高、降低或有突变过程，常用来表达机器振动在骤变过程或启动停车过程中各频率成分
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频率/ min- 1 

图 6-3 离心压缩机高压缸启动过程的三坐标图

12 

的轴心轨迹图

转轴高速旋转时并不是固定不变地围绕自身中心旋转，而是还环绕某一中心作涡动(或

称甩转、进动)运动，这种涡动运动产生的原因，可能是转子不平衡、对中不良、转子上的陀螺

力矩、油膜力、密封力以及转子与静子之间的摩擦力作用等。这种涡动运动的轨迹称为轴心

轨迹。用某种方法测得的轴心轨迹图也称为李莎茹图形。

轴心轨迹图的获得:只要把两个非接触式传感器分别置于轴颈或轴某一截面相互垂直

的两个方向上，或者用两个接触式传感器置于轴承相互垂直的两个方向上，把这两个方向上

的振动信号分别输入双通道采集分析仪的 z 轴和 y 轴，两传感器的灵敏度一致，在显示屏

上就得到轴心轨迹图。输入通道中加滤波器， I I~I 飞 t

可去除所研究频率成分以外的其他杂波信号，

以获得清晰的轴心轨迹图，如图 6-4 。

可以证明，转子在基本为正弦撒振状态下

稳定运转时的轴心轨迹为一椭圆。当工、y 方

向的振幅和相位不同时，椭圆具有不同的形状

和方向。

轴心轨迹图在故障诊断中具有重要作用，

例如可用来观察转子的临界转速，也可从中判 转子

别某些故障类型。一些大型旋转机器在发生轴颈

振动故障时或故障的前期可以从轴心轨迹上

分析出某些异常特征。

的幅值变化，可以判断机器的临界转

速、振动原因以及系统的阻尼情况。

例如，机器过临界转速、轴承发生油

膜振荡、零件磨损以及各种突发性的

亚异步振动等，均能在三坐标图上获

得分析故障原因的有用信息。三坐

标图可由频谱分析仪或信号处理装

置直接显示出来。

图 6-3 是某电厂压缩机高压缸

启动过程的兰坐标图。由图可见，当

机器的转速达到 200 r/min 以上，半

频成分(即转速频率一半)的幅值就

很高。随着转速的升高振幅不断增

大，振动主频率始终在转速频率的二

半以下，当振幅很高时，这个振动主

频率就不随转速变化，而是维持不

变。这种情况大多属于油膜的不稳

定涡动(半速涡动)。当涡动频率接近转子的一阶临界转速时，就发生激烈的油膜震荡。
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图 6-4 转子轴心轨迹监测
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6.2.2 几种旋转机械的振动评定标准

旋转机械的振动振幅大小可以反映出机器受到激振力的大小，也就反映出机器运转情

况的好坏。目前最常使用的评定方法是采用总振幅(通频振幅)来衡量机器运行的好坏。

这种评定方法分为两类。一种是轴承的振动评定，利用接触式传感器(速度传感器或加

速传感器)放置在轴承座上进行测量;另→种轴的振动评定，利用非接触式传感器(电涡流式

传感器)测量轴相对于机壳的振动值。

评定参数可以用振动烈度(即速度均方根值，它代表了振动能量的大小)或振动位移峰

峰值来表示。振动烈度与振动位移峰峰值的关系可用下式表示

元mlS 王ι二ω(mm/s)
2J2 

式中:￡m 振动烈度，单位 mm/s o

I拌一一振动当量位移峰峰值，单位 mm。

ω一一转子旋转角速度，单位 r/目。

1)以轴承振动位移位峰峰佳作评定标准

(6- 1) 

表 6-1 为水电部颁布的《电力工业技术管理法规》中规定的汽轮发电机组轴承的振动标

准。表 6-2 为机械部《离心鼓风机和压缩机技术条件》中规定的轴承振动标准。表 6-3 为国

际电工委员会(lEC)推荐的汽轮机振动标准。

表 6-1 汽轮机组振动标准/μm

转速/r. min- 1 优 良 合格

1500 30 以下 50 以下 70 以下

3000 20 以下 30 以下 50 以下

表 6-2 离心鼓凤机和压缩机振动标准/μm

转速/ r • min- 1 

轴承类型
~3 000 运6500 ζ10000 ζ16000 

主轴轴承 豆50 ζ40 三二30 ζ20 

齿轮轴承 ~40 主三40 三二30

表 6-3 IEC 推荐的汽轮机振动标准/μm

转速/r. min- 1 

位 置
三三1000 1500 3000 3600 二三6000

轴承上 75 50 25 21 12 

轴上(靠近轴承) 150 100 50 44 20 

用振动位移值来评定机组振动是按照转速高低来规定允许的振动值。转速低、允许

的振动值大;转速高，允许的振动值小。因为同样的振动值，对高速机组将会带来较大的
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危害。

2) 以轴振动的位移峰峰值作坪定标准

美国石油学会对涡轮机械的振动标准为 API617，这个标准给出轴振动的限制数值。

API617 规定的振动允许值A 为

12000 A = 25. 4~ '"'" ~VV (p.m 双振幅)

式中 :n→一转速(r/min) 。

上述1EC 推荐的汽轮机振动标准中也包含了轴振动的标准。

3) 以轴承振动烈度作评定标准

(6一2)

国际标准化组织 ISO 2372 和 ISO 3945 振动标准给出了以振动烈度来评价轴承振动的

标准。以振动烈度规定的标准不必再按转速而异。

表 6-4 ISO 2372 振动标准 表 6-5 ISO 3945 振动标准

振动烈度 机器类型 振动烈度 支承分类

/mm. S-1 K类 M类 G 类 T 类 /mm. S-1 刚性支承 柔性支承

o. 28 0.45 

0.45 A 
A 

o. 71 A A 

o. 71 
好

1. 12 好

1. 12 B 1. 8 

1. 8 B 2. 8 满意

2.8 C B 4. 5 满意

4. 5 C B 7. 1 不满意

7. 1 C 11. 2 不满意

11. 2 C 18.0 

18.0 D 

D D 28.0 D 

28.0 
不能接受

45.0 不能接受

45.0 71. 0 

ISO 2327 振动标准中机器状态分 4 个品质段zA 为设备状态良好;B 为容许状态 ;C 为

容忍状态 ;D 为不允许。表中每个分级档次的比例系数为1. 6，这是在实际经验中得出的规

律，即机器速度每上升1. 6 倍时，已明显感受到不同的振动迹象。在表中把机器类型分为 4

类，其中 K 类表示小型机器，功率不超过 15 kW;M 类中型机器，功率为 15~75 kW;G 类表

示大型机器;T 类表示大型原动机。

ISO 3945 规定的是功率大于 300kW 的大型电机、汽轮机、涡轮泵和风机等机器的振动

标准。我国机电部标准(JB)也与此相同。支承类型分为刚性与柔性支承两类。当转子系

统的一阶固有频率低于机组的转速频率时属于柔性支承，反之则属于刚性支承。

上述标准适用于工作转速为 600~12000 r/min 的机器。

上述使用的标准有-定的片面性，主要是它没有充分考虑不同机器动态响应。例如在
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实践中发现，对于大机器转子，由于各种力的作用所形成的动态力虽然较大，但是轴承、机壳

的刚度和阻尼也大，经过轴承和机壳的传递，在轴承座上测得的振动值将大大被衰减而变得

很小。在轴承或机壳上测得的振值并不能正确反映出转子振动的大小，所以对于大机器更

适合于采用轴相对于轴承的位移值来制定振动标准。

关于振动值的评价问题，作为一般规则可以认为 2 中小型机器，振动值的评价可以采用

测量轴承座上的速度或位移。对于大型机器，振动值的评价可以采用轴承座上的测量值，也

可以采用测量轴对轴承的位移。轴承座上的测量值一般仅作为评价机器振动大小的依据，

而不宜作为"标准"使用。

的按照频率分析方法评定

虽然上面所述的根据总振值大小作出评价机器的方法，能在总体上反映机器运转时是

否存在故障状态。但是不同类型的故障所引起的机器损伤严重程度是不相同的。例如一台

机器的振动由于转子不平衡引起，轴振动位移为 50μm，当时机壳和管道的振动并不明显。

当发生气流激振时，同样测得轴振动位移为 50μm，此时机壳、管道振动非常剧烈，甚至局部

发生管道振裂。因此采用总振值来作为评定机器发生故障的程度是不全面的。而且从总振

值的测量中也无法了解机器故障的类型和性质。如果采用频率分析方法，根据频谱中的各

频率在频域中的分布等方面的信息，作为评价机器在故障状态的依据。这种评定机器振动

的方法较采用总振值评定更为科学。目前已有一些企业利用频率分析方法作为评定机器是

否"正常"、"异常"或存在"严重故障"的依据。

6.2.3 旋转机械典型故障的振动诊断

机器或其零部件作为一个振动系统，在振动激振和响应之间有着-定的状态联系。由

前 4 章中叙述的有关振动的基本理论可知，对于线性系统，运动微分方程为

几if 十 ci 十 Kx = F <t) (6-3) 

在线性系统中，响应频率等于激振频率，系统的固有频率与振幅大小无关。另外，线性

系统中可用叠加原理处理问题。

实际振动系统的弹性与阻尼并不符合线性模型，但是大多数情况下，只要振幅不大，完

全可以按线性系统处理，其结果仍然是准确的。然而，像于摩擦、材料内部摩擦阻尼、油膜震

荡以及大振幅等情况，就不能认为是线性系统。这类属于非线性振动问题，其振幅和频率响

应特性就完全不同了，它们的振动频率随振幅大小而变化，而且在简谐力作用下，其受迫振

动不一定是简谐振动，它的响应波形会发生畸变，响应波形中除了包含有与激振频率相同的

谐波外，还包含有超谐波响应和次谐波响应。对于非线性系统的运动微分方程为

几if 十 F<X， x , t) = 0 (6-4) 

实际机器的振动问题比较复杂，通常主要是通过测试分析手段对测得的信号进行处理。

对机器故障进行振动诊断的过程，一般包括三方面内容:信号采集、数据处理、故障分析和

诊断。

旋转机械的振动，可分为两种形式:一种形式为同步振动，也称为强迫振动，其振动频率

为转子的转速频率及其倍频，主要由转子的不平衡、联轴器的不对中、安装不良等原因造成。

另一种形式为亚异步振动，多为自激振动，这种振动常常在某个转速下突然发生，对机器具

有极大的危害性。
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以下简要介绍典型的或常见的几种旋转机械故障的诊断。

1)转子不平衡故障的诊断

(1)转子不平衡故障的机理和特征。不平衡是转子最常见的故障。造成转子质量不平

衡的原因大致有:

①设计制造方面的原因。如旋转体几何形状不对称，材料缺陷、焊接或浇铸上的缺陷、

装配误差、转子动平衡方法不当等引起的质量不对称，使转子重心不在旋转轴线上。

②工艺过程的原因。如转子初始弯曲、转子受热不均匀、转子部件结垢、转子部件脱

落、分离机械转鼓内物料分布不均匀等，引起转子质量偏心。

转子质量不平衡所产生的离心力始终作用在转子上，转子每旋转一周，就在转子或轴承

处产生一次激振。因此它的振动频率就是转子的转速频率，即

f= 立或 ω = zrrf = 旦60 -~ ~ -"J 30 

转速频率也称为工频，即工作频率，如图 6-5 中 ω。。这种频率成分很容易在频谱图上

观察到。转子不平衡故障的特征是:

①在转子径向方向的频谱图上，转速频率

成分具有突出的峰值。

②转速频率成分的高次谐波幅值很低，因

此反映在时域上的波形很接近于一个正弦波。

③对于普通两端支承的转子，轴向测点上

的振值一般并不明显。

典型的不平衡振动频谱图中转速频率成

分幅值占有最大比例，如图 6-5 ，这是不平衡振

振幅

。 1 XWo 2Xω3Xα'0 4Xα'0 频率

图 6-5 典型的不平衡振动频谱

动明显的特征，其波形图基本上是一个标准的正弦波。图中还会出现 2Xω ， 3 Xω ， 4 Xω 等

一些高频成分，主要是系统受非线性振动的影响。实际转子轴承并非完全线性振动系统，非

线性影响的特点是会产生激振频率的超谐波响应。

(2) 类似于不平衡振动的其他故障鉴别。还有一些机器故障，例如机壳变形、转轴上传

动零件偏心、机座松动、往复力作用或基础共振等，这些故障也会在径向方向显示出较大的

转速频率成分。这些类似于不平衡振动的其他故障，可以采用一种相位分析的方法，将这类

故障与单纯的不平衡区别开。

一般来说，在不平衡旋转离心力作用下，转子轴心轨迹为一椭圆，离心力激振将在转轴

截面的水平和垂直两个方向上产生 90。左右的相位差。而机壳变形、支撑部位松动、轴上零

件(如皮带轮)偏心和基础共振这些故障出现时，虽然其振动频率像不平衡振动一样，表现出

以转速频率为主的频率成分，但是其振动方向一般不按旋转力的方向变化，在转轴截面的水

平和垂直两个方向上产生相位差为 0。或 1800

。这种振动模式称为"定向振动"。其转子轴
心轨迹接近一条直线形状。

2) 转子不对中故障形式与特征

(1)转子不对中故障的形式。转子不对中是指用联轴器连接的相邻两转子的轴线的不

对中，而转子本身是由轴承支撑。因此转子不对中包括两方面的内容，→是联轴器的不对

中;二是轴承的不对中，两者是互相联系的。轴承不对中也可能由基础下沉或轴承座的热膨
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胀不均匀而引起。

①联轴器的不对中

联轴器的不对中情况有两种基本类型:平行不对中和角度不对中。实际情况往往是这

两种基本不对中类型的组合，如图 6-6 0

3 4 
1 2 3 4 1 2 

u u u u u u u 

「寸 「寸 「寸 「寸
「寸 n 「寸 n 

、，

(a) 理想对中 (b) 平行不对中

1 2 
L...J U 

n 一寸「
飞、飞、

(c)角度不对中 Cd) 组合不对中

图 6-6 联轴器的不对中 (1 、2、3、4 为轴承编号}

对于平行不对中的研究表明:平行不对中转子旋转时，会产生很大的离心力，激振转子

产生径向振动，其振动频率为转速频率的 2 倍。

对于角度不对中的研究表明:角度不对中转子旋转时，会产生很大的轴向激振力，激振

转子主要产生轴向振动，其振动频率为转速频率。

组合不对中则包含了 2 倍频的径向激振和工频(转速频率)的轴向激振。

270 

180 

90 

。

相位/度

50 100 负荷/%

图 6-7 不对中时轴承相位

(轴承编号见图 6-6)

②轴承的不对中

A/μm 

50 

25 

。
50 100 负荷/咀

图 6-8 轴承上振幅与负荷关系

1.位置偏低的轴承 2. 位置偏高的轴承

轴承不对中反映了转子轴颈在轴承中的安装不对中，使轴颈在轴承中的平衡位置改变，

轴颈位置低的轴承负荷增大，轴颈位置高的轴承负荷减小。图 6-8 表示紧靠联轴节两侧的

轴承，当存在平行不对中时，随着负荷的增加，轴承上振幅增高的趋势，由图可见，位置低的

轴承(轴颈位置高)比位置高的轴承(轴颈位置低)振幅大。因为位置低的轴承被架空，油膜

稳定性下降。轴承不对中使转子在运行中产生附加的载荷，甚至使转子产生摩擦和失稳。

(2) 转子不对中故障的特征。不对中故障的主要特征表现在下列几个方面:
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①联轴器不对中故障所出现的最大振动往往出现在紧靠联轴节两端的轴承上，如图

6-6的 2 号、 3 号轴承。

②不对中使联轴节两侧的转子振动产生相位差。平行不对中时，两侧轴承径向振动相

位差基本上为 180
0

;角度不对中使联轴节两侧轴承轴向振动相位差 180
0

，如图 6-7 。

③平行不对中主要引起径向振动，角度不对中主要引起轴向振动。通常联轴器的不对

中总是包含较大的轴向振动。

④从振动频率上分析，不同形式的不对中情况引起的振动频率是不相同的。不对中振

动以 2 倍频和工频为主， 2 倍频所占比例越大，往往表明不对中越严重。所以通常可根据 2

倍频和工频所占比例来判断不对中的严重程度，如图 6-9 。

振幅 振幅

不对中

频率

o 1 x"句 2X叫 3X"句 4X盹 。
转速

图 6-9 某离心压缩机不对中时的晌应 图 6-10 不平衡与不对中时振幅随转速的变化

⑤不对中使相邻两个轴承的支承负荷发生较大变化，一个轴承负荷变大，另→侧负荷

减小，负荷减小的轴承容易引起油膜失稳。

⑥不对中故障对负荷的变化敏感，随着负荷的增加，轴承上的振幅呈增高趋势，如图

6-10，其中位置低的轴承振幅比位置高的轴承大。

3) 油膜振荡的特征及其诊断

(1)滑动轴承主作原理。高速旋转机械广泛采用滑动轴承，滑动轴承依靠转轴自身旋

转产生的油模压力来支撑转子的负荷。转轴转速 ω 升高至一定程度时，轴颈与轴瓦之间的
收敛间隙中流动的润滑油就形成油膜，收敛油膜也称为油模。收敛油模中，流进油处的间隙
大而流出油处的间隙小，根据流量的连续性，流进油的速度变小而流出油的速度变大。该流

体的动压力托起轴颈，并将轴颈推向一边，使轴颈在偏心的位置上稳定运转。轴颈中心与轴
承中心的距离称为偏心距，偏心距连线与外载荷 W 的作用线(垂直线)的夹角称为偏位角。

一定的偏心距和偏位角反映了一定的油樱形状。在轴承内轴颈与轴瓦不发生接触的情况

下，偏心距越大，油膜厚度越小，则转子系统的稳定性越好，承载能力越大。

(2) 半速涡动。事实上，高速转子轴颈在滑动轴承内高速旋转的同时，还受到外界干

扰，围绕某一平衡中心作公转运动，即涡动。涡动运动主要是在油膜动压力的切向分力的推
动下出现的。可以证明轴颈涡动的角速度 ω涡理论上等于转子旋转角速度 ω 的→半，即

ω涡= 0.5ω(6-5) 

通常称此为半速涡动。实际上，由于轴承端存在泄漏等因素的影响，涡动角速度 ω涡小
于转子旋转速度的→半，即半速涡动的实际涡动频率均约为

ω涡= (0. 42 ~ O. 48)ω(6-6) 

油膜激振引起的半速涡动其方向与转子转速的方向相同，为正向涡动。涡动轨迹近似
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椭圆。半速涡动是一种自激振动。由于油膜具有一定的阻尼，使半速涡动的幅值保持在一

稳定值，一般振幅比较小。但在某种条件下，可能会使振幅越来越大，强烈的振动会导致机

器零件的损坏。

(3) 油膜震荡现象。油膜震荡是轴颈的涡动频率与转子的自振频率相重合时产生的共

振涡动。

半速涡动的出现，使转子由稳定变为不稳定，随着转轴转速 ω 的继续升高，涡动角速度

ω涡也随之增加，并保持着约等于转速之半的比例关系，在转速较低的很大一段范围内，虽然

半速涡动已出现，但涡动一般并不激烈。但当转速ω超过转子的一阶临界转速ω" 的二倍以

上后，半速涡动频率与转子的自振频率相重合，就会发生油膜共振，转子振幅突然升高，振动

激烈。这种共振涡动现象就称为油膜震荡。

半速涡动与油膜震荡的发生，与→定的转轴转速和载荷有关。高速轻载转子的轴颈中

心在轴承中的下沉偏心距较小，轴心位置较高、因此其稳定性较差。半速涡动在较低的转速

下就会出现，如图 6-1 1C a) 。半速涡动一旦出现，就持续下去。随着转速 ω 的升高，半速涡

动成分的幅值也逐渐增加。当转速达到或稍高于 2 倍的转子一阶临界转速向时，开始发生

油膜震荡。

振幅 振幅 频率
振动频率 振动频率

转速 转速

(a) 轻载转子 (b) 中载转子

振幅
振动频率

频率

转速

(c)重载转子

图 6-11 不同载荷下油膜震荡特点

对于中载转子，涡动在一阶临界转速后出现，发生油膜震荡的转速稍高于 2ωn ， 如图

6-11(b) 。对于重载转子，因为轴颈中心在轴承中的下沉偏心距较大，因此其稳定性好。低

转速时未出现半速涡动。当转速达到 2ωn 时，转轴没有失稳。直到转速高于 2ωn 较多时，才
突然发生油膜震荡，如图 6一l1 (c) 。

油膜共振发生后，再提高转速，涡动角速度与转速的比例关系便不再保持。

油膜震荡的振幅远高于半速涡动，常有毁坏机器的危险。

(4) 油膜震荡故障的特性。油膜震荡往往来势很猛，瞬时间振幅突然升高，引起轴颈与

轴瓦之间摩擦，发出强烈的吼叫声，将严重损坏轴承和转子。它主要有以下特征 z
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①油膜震荡的发生转速总是在转子系统一阶临界转速间的二倍以上。

②油膜震荡故障的振动主频率约为转子的一阶临界转速，接近发生油膜震荡的起始转

速频率的一半。发生油膜震荡后，转速再升高，油膜震荡的频率不变。

③油膜震荡的发生和消失具有突发性，升速时发生油膜震荡的起始转速和降速时油膜

震荡的终止转速是不相同的，起始转速要大于终止转速，这种现象称为"惯性"现象，如

图6-1 1( c) 。

(5) 油膜震荡的防治方法。

①提高转子系统刚度，提高转子系统一阶临界转速，扩大转子系统稳定工作区。使转

子的涡动速度小于转子系统一阶临界转速，避开共振涡动。

②提高轴承的稳定性。

a) 提高轴承比压，即适当减小轴承宽度，抬高轴承位置。

b) 适当降低润滑油蒙古度，适当提高润滑油温度。

③采用抗振性能良好的轴承。各种类型的轴承特点如下:

a) 普通的圆柱轴承。低速重载时是稳定的，高速轻载转子很少采用。

b) 椭圆轴承。使用较广泛，产生两个油模，对轴颈失稳有抑制作用，允许轴承正反转。

c) 多油叶轴承。由几块圆弧瓦组成，产生多个油模，性能优于椭圆轴承。

d) 多油模轴承。性能类似于多油叶轴承，但只允许轴承单向转动。

e) 可倾瓦轴承。由多块可绕支点偏转的活动瓦块组成，是目前认为抗振性能最好的

轴承。

的高转速机械转子的亚异步不稳定振动

(1)概述。涡轮机械(汽轮机、离心式压缩机等)的技术发展趋势表现在高转速、轻质量、

高压、高效、大功率和高增益的功率密度(即机器单位质量或单位体积内所具有的输出功率)。

这些高性能机器在提高产量、降低成本等方面带来巨大的经济效益，但是从设计制造到运行管

理也带来很多难题，其中高速旋转机器的亚异步振动问题是机器使用中面临的→大威胁。

高速、高压和轻质量的机器意味着它的旋转部件必须设计成挠性结构。现在很多涡轮

机械的转子工作转速超越其一阶乃至二阶临界转速。这种转子一旦发生亚异步自激振动失

稳，转子由运动而贮存的能量不断释放，将对包括轴承在内的静子部件产生强大的激振力。

因此对于超临界转速运行的机器，不仅需要作审慎的高速动平衡，而且要在结构设计上避开

共振涡动区域，防止落入不稳定的门槛之内。

高功率密度与转子挠性结构联系在一起，使得机器对于流体激振等干扰更为敏感，容易

在工作中失去稳定。

涡轮机械为了追求高效率，势必要求转子和静子各部分动、静元件之间具有较小的密封

间隙，较长的密封结构，但是高压力差的密封小间隙，如果设计不当会引起转子的气隙激振。

此外，挠性转子的内摩擦阻尼、干摩擦振动、流体的激振以及转子的刚度不对称等因素

均可能引起亚异步不稳定振动。

(2) 亚异步不稳定振动的特性。亚异步振动，即转子振动频率低于转速频率的振动，这

种振动可以分为强迫振动和自激振动两类。像离心式压缩机的喘振、旋转失速之类的气流

激振属于强迫振动，而油膜振荡、非接触式密封中的流体激振、转子材料内摩擦阻尼等属于

自激振动。通常亚异步不稳定振动指自激振动。
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在滑动轴承的稳定性分析中已经提到了油膜涡动的概念，油膜振荡即是转子轴颈在油

膜力作用下发生的一种共振涡动。除了油膜力之外，转子上还有其他的激振力，这些激振力

的-个共同特征，是施加在与转子位移相垂直的涡动切向方向上，促进转子加剧涡动运动。

转子在受到这些力的作用后，一般情况下，由于系统存在阻尼，振动并不会显著增大。但若

激振力的频率的接近转子的自振频率，就会引起共振涡动。这时，系统的阻尼力往往不足以

克服激振力，转子振幅将迅速扩大，强烈的振动可能造成机器的损坏。

发生亚异步不稳定振动的转子往往运行在它的一阶临界转速之上，转子的振动一般具

有突发性的特点，与→定的速度、负荷或功率门槛值相联系。当到达门槛值以后，猛烈的振

动随之发生，要想继续提高机器的转速或负荷几乎是不可能的，这种振动称为共振涡动。也

有的称为分数频率涡动，振动往往在机器未达到额定负荷和额定转速之前不暴露出来，而到

投产以后才发现这类问题。

有些机器因为设计中考虑不周，带来本身固有的毛病，属于先天性稳定不足，当遇上环

境条件的微小变化就会失去稳定。对这种机器进行小修小改往往并不能解决问题，必须从

整体结构上改造。例如，提高转子的刚性，改造轴承和密封结构，利用多种措施增加系统的

阻尼等;提高共振涡动门槛值，避开共振涡动。而另一些机器的不稳定则是由某种激振源引

起的，消除了这种激振源，机器就恢复到稳定状态。

高参数(高速、高压、高功率)机器的转子共振涡动问题，曾引起国内外很多学者的重视，

并进行了大量研究工作，研究转子的共振涡动特性，得到的基本结论是:

①-个平衡很好的转子，开始发生不稳定时，需要有一个外部干扰。

②发生共振涡动的工作转速总是在一阶临界转速之上。

③共振涡动频率与机器转速高低无关，总是保持为一个恒定值。

④共振涡动的门槛值在同→类结构的机器中也会有很大差别。

⑤在系统中增加阻尼，可提高共振涡动门槛值。

⑥提高转子动平衡精度并不能消除或衰减共振涡动。

6. 3 机器典型零部件的振动故障诊断

6.3.1 齿轮故障的基本形式与特征

1)齿轮异常的基本形式

齿轮是机械装置中最常见的传动方式。齿轮常在高速、重载等恶劣环境条件下工作，使

其发生故障的因素愈来愈多，而齿轮异常又是诱发机器故障的重要因素。因此，齿轮的故障
诊断非常重要。

齿轮由于制造、操作、维护以及齿轮材料热处理、运行状态等因素不同，产生异常的形式
也不同，常见的齿轮异常有以下 4 种形式。

(1)齿面磨损。齿面磨损是由于油质不清洁、润滑油不足或污物进入齿轮工作表面等

原因引起，使齿廓显著改变，侧隙加大，以至于齿厚过度减薄导致断齿。

(2) 齿面划痕胶合。齿面工作时温度很高，如润滑条件不好，齿面间的油膜破裂，一个

齿面的金属会熔触蒙古着在与之啃合的另一个齿面上，在齿面上形成垂直于节线的划痕胶合。
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新齿轮未经跑合时，也常在某一局部产生这种现象，使齿轮擦伤。

(3) 齿面点蚀和剥落。齿轮在实际啃合过程中，既有相对滚动，又有相对滑动，而且相

对滑动的摩擦力在节点两侧的方向相反，从而产生脉动载荷。这种力的作用使齿轮表面层

产生脉动循环的应力，当该应力超过齿轮材料的疲劳极限时，接触表面将产生疲劳裂纹，继

而裂纹扩展，最终使齿面剥落小块金属，在齿面上形成小坑，称其为点蚀。当"点蚀"扩大连

成一片时，形成齿面上金属块剥落。此外，材质不均或局部擦伤，也易在某一齿上首先出现

接触疲劳，产生剥落。

(4) 弯曲疲劳与断齿。在运行过程中承受载荷的轮齿，如同悬臂梁，其根部受到脉动循

环的弯曲应力作用最大，当这种周期性应力超过齿轮材料的弯曲疲劳极限时，会在根部产

生裂纹，并逐步扩展，当裂纹扩展后剩余部分无法承受外载荷时就会发生断齿现象。齿轮由

于工作中严重的冲击、装配不良以及材质不均也都可能引起断齿。

以上形式的故障中，断齿和点蚀是齿轮的主要故障模式。

齿轮异常可分为局部的和分布的。前者集中于某个或几个齿上，后者分布在各轮齿上。
2) 齿轮振动的类型

齿轮在运行过程中产生的振动是非常复杂的，齿轮的振动频率基本上可归纳为 3 类:其

中主要的是齿轮的啃合频率及其谐波以及在啃合频率及其谐波两侧的一簇边频带;其二是

低频的轴的转动频率及其谐波;其三是高频的齿轮自身的各阶固有频率振动。而齿轮的实

际振动往往是上述各类振动的某种组合。下面分别讨论各种类型齿轮振动产生的原因及其

特征。

(1)啃合过程中产生的振动。齿轮啃合过程中，由于轮齿发生弹性变形以及周节或齿

形误差、均匀磨损等原因，使齿与齿之间发生撞击，撞击的频率就是它的啃合频率 1m。撞击

振动频率不仅含有啃合频率儿，还有 1m 的高次谐波 21m ， 31m..…·啃合频率为转速频率与
齿轮齿数的乘积

1m = 11 • ZI 二 12 • Z2 (6一 7)

式中 : 11 、12--分别是主动齿轮轴和从动齿轮轴的转速频率，单位 Hz。

ZI 、 Z2←→分别是主动齿轮和从动齿轮的齿数。

齿面的局部损伤而产生的激振，其相应的强迫振动频率等于损伤的齿数乘以轴的转动

频率。另一方面齿轮的非均布缺陷、齿距周期性变化引起的载荷波动还会产生信号调制现
象，即在响应的幅频特性曲线上可见啃合频率及其谐波两侧产生的一簇边频带。

(2) 转子不平衡或不对中产生的振动。齿轮、轴、轴承等元件由于装配不良、材料不均

匀等原因会产生不平衡、不对中，使齿轮轴系统产生强迫振动。振动的频率等于轴的转动频
率及其谐波。

(3) 齿轮的自由振动与自激振动。齿与齿之间撞击是一种瞬态激振，它将使齿轮产生

自由衰减振动，振动频率就是齿轮的固有频率。另外，齿与齿之间的摩擦在一定条件下会诱
发自激振动，自激振动与齿面加工质量及润滑条件有关，自激振动的频率接近齿轮的固有
频率。

3) 齿轮故障振动频谱的特征

(1)齿轮的啃合频率及其谐波。齿面均匀性磨损、齿轮径向间隙过大、不适当的齿轮游
隙以及齿轮负荷过大等原因，将增加啃合频率和它的谐波成分幅值。如果在负荷不变情况

lcj
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线条

lcj
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下，发生啃合频率和它的谐波成分增大，则意味 .x {f) 

着齿的磨损、挠曲和齿面误差严重。齿轮磨损的

特征是，频谱上啃合频率及其谐波幅值都会上

升，高阶谐波的幅值增加较多，如图 6-12 。

(2) 信号调制所产生的边频带。齿轮中多

种故障在运行中往往表现为传动误差问题，由于

转速频率 f 的影响，使得齿轮啃合频率振动产生

信号调制，既有幅值调制又有频率调制。这两种

调制在频谱中均表现为在啃合频率及其谐频的

两侧各有一簇边频带，各边频带的间隔即是调

制信号的频率。其中幅值调制是指载频的时域信号幅值受到调制信号的调制。下面简

述边频带的产生原因。

图 6一 13 表示两个信号的调制过程，图中 (a)为载波信号的时域与频域图; (b)为调制信

号的时域与频域图 ;(c)为调制后信号的时域与频域图。图中 ， fm 为载波信号的频率(啃合

频率) ;f， 为调制信号的频率(转速频率) ;由图(c)可见，调制后的信号中，除了有啃合频率

fm 之外，还增加了一对频率(fm-f，)和 (fm十f，)它们以 fm 为中心，以 L 为间隔。如果调
制信号不是简谐波，而是多频率构成的周期信号，则以 fm 为中心将构成一个边频带，

{~~~l 、 ζff

f 

齿轮磨损前后瞄合频率

及其谐波的振幅变化

图 6-12

1.磨损前 2. 磨损后

如图 6-14 。

g (r) G {f) 

t 

-j~ ρ， f 

(a) 载波信号

e (r) E {f) 

t 
rhF JbH 

f 

(b) 调制信号

g (1) • e(t) 

G {f )*E(t) 

t 
儿 1 1. U; 

一儿， f~ f 

(c) 幅值调制后的信号

图 6-13 幅值调制的时域与频域信号
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x {J) 
β，+(" 幅值调制现象产生的一个原因是齿面上

的载荷波动、齿距周期性变化、齿轮偏心 F另→

个原因是齿轮的局部缺陷，例如齿面剥落、齿

的断裂或裂纹等。从而在啃合频率及其谐波

的两侧形成边频带，边频带的间隔频率是齿轮

转速频率，该间隔频率是与有缺陷的齿轮相应

I~-.I;， 

fm-/e2 
I~ .fm+:(" 

β， -.fe3 
品， +:/;3

的。即 f 

fm 士 nf (6-8) 图 6-14 多种频率幅值调制频谱

式中 : fm→一啃合频率，在此也称载波频率川为 1 、 2 、 3 等正整数。

f一一一旋转频率信号 .f1 或元，与有缺陷的齿轮相应，在此也称调制频率，边频带的间

隔频率。如果有缺陷的齿轮为主动齿轮，则调制频率为 fl 。如果有缺陷的齿轮为从

动齿轮，则调制频率为 f20

频率调制是由于齿轮啃合中的转速波动引起，一般与齿轮加工中分度误差、齿轮轴偏

心、齿面载荷波动等因素有关。

齿轮振动的边频带分布往往十分复杂，倘若齿轮箱中同时有几对齿轮啃合的话，几对齿

轮振动的边频带重叠在一起，其频谱图就更加复杂了，在这种情况下很难直接从频谱图中识

别出各特征频率。

(3) 低频脉冲。低频脉冲也称附加脉冲。齿轮的转子系统平衡不好、对中不好或松动，

都会形成附加的低频脉冲，即转速频率及其谐波信号。它使齿轮载波信号不对称于零线。

图 6-15(c)中原始齿轮调幅信号是对称于零线的，低频脉冲(b)使其偏离零线，产生如图(a)

的总信号。

(a) 总信号 (b) 低频脉冲 ( c) 原始调幅信号

图 6-15 齿轮调幅信号中的低频脉冲

(4) 齿轮的自振频率振动。出现齿的断裂或裂缝时，每当齿轮进入啃合，就产生一个冲

击信号，这种冲击可激起齿轮的一阶或高阶自振频率的自由衰减振动。

6.3.2 滚动轴承故障及其特征

1)滚动轴承异常的基本形式

滚动轴承是旋转机械中的重要部件，也是机器中最易损坏的零件之一。

(1)疲劳剥落。滚动轴承的滚道和滚动体在工作中承受交变载荷，工作一段时间后，在

接触表面一定深度形成裂纹，然后逐渐发展，使表面形成剥落坑，最后发展成片状剥落。疲

劳剥落是滚动轴承失效的主要原因。

(2) 磨损。滚道和滚动体之间相对运动以及异物的落入，使轴承工作表面产生磨损，而

润滑不良，装配误差均会加剧磨损。磨损擦伤是滚动轴承失效的另一主要原因。

(3) 腐蚀。外界或空气中水分带入轴承，机器在腐蚀性介质工作因密封不严均会引起
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表面化学腐蚀。轴承内部有较大电流通过会引起电蚀，形成电流凹坑。腐蚀也是攘动轴承

产生剥落和磨损的原因。

(4) 断裂。当轴承载荷过大、金属材料有缺陷、热处理不当或轴承在轴上装配过盈量太

大等原因均会引起轴承零件的破裂。

(5) 塑性变形。轴承受到过大的静载荷，使接触表面挤压应力过大，在滚道表面 t形成

凹坑。这是低速轴承的主要损坏形式。

2) 引起滚动轴承振动的原因

滚动轴承工作时的振动，除了由外界激振因素，如转子不平衡、不对中和结构共振等，引

起之外，属于轴承本身原因所引起的振动主要有下列几种原因:

(1)轴承工作表面缺陷引起的振动。滚动轴承工作表面包括外圈内滚道、内圈外滚道

和滚动体表面。一般轴承的外圈固定，内圈转动。

滚动轴承可能由于润滑不良，载荷过大，轴承内落入异物，锈蚀等原因引起轴承工作表

面的剥落、裂纹、压痕、腐蚀凹坑和胶合等离散型缺陷或局部损伤。当滚动体通过一个缺陷

点时，就会产生一个冲击信号，轴承内产生的冲击能量可激起轴承零件以其固有频率振动。

由轴承局部缺陷所产生的冲击脉冲信号，其频率成分不仅包含有反应轴承故障特征的

特征频率(即通过缺陷处的冲击频率) ，而且还包含有反映轴承元件自振频率的高频成分。

由于轴承的外圈固定，而内圈和滚动体转动。因此缺陷出现在不同的轴承零件上，所产

生的振动信号是不同的。因为外圈是静止的，所以外圈滚道表面缺陷引起的振动信号不会

出现信号调制现象。如图 6-16(a)而内圈和滚动体是转动的，所以内圈滚道表面和滚动体

表面缺陷引起的振动信号会产生信号调制现象。其调制频率为轴的转速频率或滚动体的公

转频率，而载波频率为各自的特征频率，即通过缺陷处的冲击频率。内圈的冲击频率滚动体

的冲击频率，如图 6-16(b) 、 (c)所示。

(矿。) -1 (fos) -1 

j;~ 
1 

|1111111111111111111111111111 AIIL .01111111" 1111111111 |1" , 11" , 1111" 1111" 111111 11, _ 
/ / 

(a) 外圈损伤 (b) 内圈损伤 (c) 滚动体损伤

图 6-16 轴承元件损伤产生的振动信号

(2) 滚动体通过载荷方向产生的振动。轴承在外载荷作用下，各滚动体的受力大小依

据其位置不同是不相同的:最下面的滚动体受力最大，最上面的滚动体受力最小。轴在旋转

过程中，各滚动体的位置循环变化，每个滚动体通过载荷中心线时，就会发生一次力的变化，

对轴颈或轴承座产生激振作用，这个撒振频率就称为通过频率，通过频率可用下式表示

le = z. 10 
式中: 1. 一→通过频率，单位 Hz。

10一一保持架的转速频率，单位 Hz。

z一一轴承内的滚动体个数。

(6-9) 
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(3) 装配不正确。如果轴承在轴上装歪或者转轴发生了弯曲，轴在旋转时相当于转子

的角度不对中现象，表现出以转速频率 f 为特征的振动频率。但在滚动轴承中，由于轴的

弯曲使轴承单方向受力，因此又具有滚动体通过频率 L 的特征，两者合成为儿+f，成为这

种故障振动的主要频率成分。

(4) 轴承内、外圈的加工波纹。滚动轴承内、外圈虽然是经过精加工，但是一些微小的

加工波纹也会引起轴承的振动，振动频率与所处元件和波纹数有关。

(5) 润滑不良。滚动轴承润滑不良时，滚动体在旋转中由于不能形成良好的油膜而发

生金属间的滑动摩擦，从而加速滚动体和攘道的磨损和疲劳剥落。

(6) 非线性振动。滚动轴承的滚动体和滚道的刚度很大，当润滑状态不良时，轴承容易

出现非线弹性。它的振动频率有轴的转速频率 f 及其谐波 2f、 3f...... 和分频

1 r 1 
言f、 3 f.... 。

3) 滚动轴承表面缺陷产生的振动频率

(1)轴承工作表面缺陷的特征频率。假如滚动轴承的内圈滚道、外圈滚道或滚动体有

一处缺陷(裂纹或剥落) ，则两元件在相接触时就会产生冲击，冲击的特征频率(也称间隔频

率)可以根据轴承的转速、轴承零件的形状和尺寸，由轴承的运动关系得到。设外圈固定、内

圈转动，不考虑轴向力，缺陷在不同位置时发生的冲击振动的特征频率如下:

内圈滚道缺陷的特征频率

fi - (') "-芒玄(1 +γ)z (Hz) 

外圈滚道缺陷的特征频率

fe=-iL一(1 γ)z (Hz) 
2 X 60 

滚动体表面缺陷的特征频率

fb = 一旦一一 (1 -r)yz (Hz) 
2 X 60 

式中 : n-一转铀的转速，单位 r/min。

z一一滚动体数目。

d一一一滚动体直径。

Dm→一滚动体中心圆直径。

α一一接触角。

轴承各元件几何关系见图 6-17 。

d 
y=5;cou 

(2) 滚动轴承的固有频率。①内、外圈的固有频率。滚

动轴承内圈和外圈的固有频率的公式是相同的，两者均为矩
形截面圆环，其计算式为

fnv n(n
Z • 1) -

~ 2πRZ/nz + 1 

式中: n 变形波数(为 2 、 3 或 4) 。

EI 
EZ(Hz) (6-13) 

(6-10) 

(6一 11)

(6-12) 

十.-.l I I I 
图 6-17 滚动轴承元件几何关系
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R一一圆环中性轴的半径，单位 m。

E一一←圆环材料的弹性模量，单位 N/m2 0

[-一圆环截面绕中性轴的惯性矩，单位时。

M一一圆环单位长度的质量，单位 N/m。

②滚动体(钢球)的固有频率

式中:「一←钢球的半径，m。

f,;, = 0.424 
，;，一一一一一

r 

p 钢球材料的密度，单位 kg/m3 。

主 (Hz)
c.p 

11611 

(6一 14)

(3) 滚动轴承振动的频谱特征。如图 6一 18 所示，滚动轴承旋转时，由轴承缺陷引发的

激振有 3 类:第一类是由于磨损、润滑不良或混入异物等产生的表面粗糙样损伤而引发的激

振，轴承工作日才，凹凸不平的接触面以宽频带的随机激振连续地激发轴承振动。第二类是由

于剥落、裂纹等局部缺陷引发的冲击性激振，滚动体每次经过缺陷处，即产生冲击，激振力为

尖峰形的脉冲波。第三类是攘道几何形状偏差所产生的激振，这一类激振基本上是正弦波

形状。轴承外圈上测得的振动信号，应为各种激振所产生响应的叠加。

攘动面粗糙 u_........n.. L. 
/正弦激励

振动
结构

内部 |声音轴承)-H滚翩翩
宽带随机响应 振动旋转 损伤

传递, 
滚动面几何

图 6-18 与滚道面有关的轴承振动

滚动轴承的振动是由几种振动合成的，其频谱具有宽频带特征，如图 6一 19 所示。图中

的响应频谱分布在 3 个频段内，第一频段为 0~20 Hz，即低频段，主要是转子和轴承故障引

发的激振频率的振动。第二频段为 20~60 Hz，即高频段，轴承元件的固有频率大多在这个

频段内。第三频段大于 60 Hz，这样高的频段已属于声发射范围。滚动轴承的振动故障监

测通常在第一频段和第二频段，特别是第二频段，因为第一频段即低频段的噪音很大。

A 

01 8 16 1 24 32 40 48 56 1 64 72 80 /[kHz] 

I 

图 6-19 滚动轴承的振动频谱
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(4) 滚动轴承振动的评定指标。滚动轴承振动的评定指标有 3 种:有效值、峰值和波峰

因素。

有效值也称均方根值，它是对时间的平均，有效值大小反映了滚动轴承的点蚀或表面粗

糙样损伤程度。

峰值是振动波形中的最大值，它的大小反映轴承由于表面剥落、裂纹等缺陷造成的冲击

力的大小。图 6-20 所示为一个滚动轴承发生剥落时的振动加速度记录。由图可见，剥落期

间，峰值比有效值有急剧增大。

a 

t 
。

轴承剥落时的蜂值与有效值图 6-20

波峰因数定义为振动峰值与有效值的比值。一般正常轴承的振动波峰因数约为 5 ，当

轴承发生剥落等缺陷时，波峰因数有时会达到 10。如果波峰因数小，则说明轴承没有明显

伤痕，但有可能轴承磨损严重或润滑不良。

振动信号处理的一些特殊方法6.3.3 

在第 5 章和本章中已经介绍了一些常用的信号处理方法，除此之外，在机械故障诊断领

域，为了提高信噪比(SNR) ，针对齿轮、滚动轴承这一类机械零部件的振动信号处理，还发

展了其他一些方法。

1)细化谱(ZOOM FFT) 

细化谱是对信号频谱中某一频段进行局部放大，即所谓"局部频率扩展"方法，用来增加

频谱中某部分频段上的分辨能力。

通常的标准频谱，在谱图上的频率是从零赫兹到

最高分析频率。频率的分辨率是由谱线条数和最高分

析频率决定的。如果要提高频率分辨率，正常情况下

有两个途径:增加采样点数或降低最高分析频率。前

者增加 FFT 的运算时间，后者缩小分析范围，这都给谱

分析带来一定问题。而细化谱分析是只对某部分频段

沿轴进行放大，这样可得到局部很高的图像分辨率，如

果把放大的中心对准感兴趣频段的中心频率 1m 上，则

经过频率移位和重新采样等步骤，就可以得到如图

6-21所示的细化谱。

XU) 

图 6-21

/ fN 

ill

…? 
门
/

x 

细化谱
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在齿轮、滚动轴承等零部件故障信号中，经过调制后得到的振动信号，往往是以啃合

频率或通过频率为中心，两边分布着以故障特征频率为间隔的边频带，利用边频带进行

故障分析很有意义，但是在一般频谱图上，由于调制频率的间隔相对很小，频谱的分辨率

低，往往找不出这些间隔频率。为此，可以采用细化谱分析方法，经过细化处理后的频

谱，在感兴趣的频段内具有极高的分辨率，然后观察细化后的边频带结构，寻找故障的特

征信息。

2) 1J1]频谱(Cepstrun)

当频谱图很复杂时，为了获取频谱图的特征信息，可将此频谱图作为时间历程信号，再

作一次 FFT，这就是倒频谱的概念。

倒频谱 Cp (τ)定义是，功率谱对数值的傅立叶逆变换，其表示式为

Cp(r) = {r1[logG(f)J}2 

在工程上常取其平方根值 C(τ)

(6-15) 

Cα(r) = r 1[logG(f)J (6-16) 

式中 : G(f)一一时间信号的功率谱。

τ 倒频谱的时间变量，称为倒频率，一般以毫秒(ms)计。

倒频谱分析法在滚动轴承和齿轮箱故障诊断的应用中具有特殊的优越性，特别是用在

边频带的分析上。因为这些振动信号含有多种周期信号成分，而且常常受到多个调制源的

联合作用，形成非对称的边带结构，功率谱中包含了很多大小和周期不相同的频率结构。因

此应用细化谱搜寻边频受到一定限制。如果将这个复杂的频谱看作为-个时间历程信号，

该功率谱的辐值用对数刻度表示，则谱峰的平均包络线接近为一个周期波，对这种包含了边

带成分而具有周期性频谱结构的功率谱图再做一次谱分析(即进行傅立叶逆变换) ，就被转

换到一个新域中去，在这个新域里，周期性的频谱结构在倒频谱上很清楚地呈现出来，这就

是倒频谱分析方法。可以说，倒频谱是对频谱图上周期性结构成分的能量作了又-次集中，

在功率的对数转换时给低幅值分量有较高的加权，而对高幅值分量以较低的加权，结果是突

出了小信号周期。因此倒频谱可有效的提取和识别因调制而引起的功率谱中的周期成分，

从而诊断出调制源，这是倒频谱分析的第一个优点。

倒频谱分析的第二个优点，是受传输途径的影响很小。因此倒频谱可以将输入信号

与传递途径区别开来。测量机器振动时传感器的安装位置不同，传递信号的途径不同，

形成了不同的传递函数，这些传递函数反映在输出谱上得到的结果是不相同的，有的频

i普成分幅值可能相差十分悬殊，这就对诊断工作带来困难，可能抓不到或误抓了一些特

征信息。经过倒频谱处理后，传输途径的影响基本消除，这就给机器的故障诊断提供了

十分有利的条件。

图 6-22 所示为正常和异常状态下一卡车变速箱一挡齿轮啃合时的功率谱和倒频谱。

该变速箱一挡输出轴的回转频率为 5.4 Hz，二挡输出轴的回转频率为 10.4 Hz。由图可见，

正常状态的功率谱无周期，而异常状态的功率谱出现明显的"周期"，即大量间距约为 10 Hz 

的边频，起初怀疑调制源是该输出轴的二次谐波(10.8 Hz) 。但在倒频谱中可以清楚看到

95.9 ms 的倒频谱，其所对应的频率是 10.4 Hz，说明调制频率为二挡齿轮轴的回转频率，由

此排除了二次谐波，精确地判定空转的二挡齿轮是调制源。该例说明倒频谱能精确地辨识

频谱中的周期特性。
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C 口 (c) 95.3 ms 
00.4 Hz) 
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图 6-22 卡车齿轮箱正常与异常时的功率谱和倒频谱

0.2 0.3 
τ/s 

(a) 异常时的功率谱 (b) 正常时的功率谱 (c) 异常时的倒频谱 <d) 正常时的倒频谱

3) 时域同步乎均法

时域同步平均技术作为信号处理方法，其目的在于保留和故障有关的周期成分，去除其

他非周期成分和噪声的干扰，从而大大提高信号信噪比，时域同步平均的原理是按转速脉冲

周期间隔截取信号，然后进行分段叠加处理，以消除随机信号和其他非周期信号。

时域同步平均法的原理及具体做法如图 6一 23 所示。它要求采集两路信号，一路为原

输入信号 x<t) ，另一路是用作分段的(转速)参考脉冲信号 e ， 图中 T 为旋转一转的时间间隔

周期，经过时域同步平均处理，保留了转速成分以及它的各阶谐波成分，而把其他的振动信

号及噪声成分都一概除去。如果想要得到齿轮箱中一对啃合齿轮的振动信号，则只需使参

考脉冲的频率等于其齿轮轴的转速即可。

x (r) 

由
斗T←

滤波 一~I 信号平均

但豆子斗T'←
图 6-23 时域罔步平均法原理框图

巾W\!I.
平滑化滤波

时域平均处理后的信号包含着机器故障的具体信息，图 6-24 表示齿轮在几种状态下的

时域平均信号，图 6一24(a)为正常齿轮的时域平均信号，波形是均匀一致、光滑的，主要由啃

合频率组成，没有明显的高次谐波。图 6-24(b)为齿轮偏心情形，啃合频率为转速的谱波频

率所调制，形成调幅波形。图 6-24(c)为齿面严重磨损情形，波形中波峰与波谷均呈不光滑

形状，啃合频率出现较大的高次谱波成分。图 6一 24(d)为齿面局部剥落或断齿时的信号，在

齿轮的旋转一周中，出现某一波形的突跳现象。由此可见，经过时域同步平均处理后的被形，

由于消除了非周期性噪声的影响，无论在时域上或频域上均有利于分析齿轮的故障状态。

(a) 正常齿轮 (b) 齿轮偏心
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(c) 齿面严重磨损 (dl 齿面局部剥落或断齿

图 6-24 时域同步平均法坝别齿轮缺陷

的自适应消噪声技术CANC)

在滚动轴承、齿轮传动等机械系统中，故障信号往往混有很大的背景噪声，这种背景噪

声把真正有用的信号淹没了。为了提高故障信号的信噪比，除了用时域平均法之外，还可采

用自适应噪声消除技术，这种技术是利用两个传感器，分别拾取两个信号作为系统输入，其

中一个传感器作为主输入，另一个为参考输入。主输入中包含信号 S及噪声酌，即 S十 no 。

而参考输入中包含有噪声及微弱的有效信号 n 造当选择传感器的位置，即可保证做到这→

点。在图 6-25 中参考输人噪声和微弱的有用信号 n 进入自适应滤波器后的输出信号为

y。经过加法器和主输入 S十 rlo 相减，得到系统的输出为 C=5+ rlO-Y. 如果 no =y. 则

ANC 系统的输出就是有用信号 50 当 no 与 y 相近时，统计输出将是 S 和 no-Y( 为残余

干扰量)之和，为了使残余干扰量达到最小，采用系统输出反馈到自适应滤波器的方法，

应用最小二乘法原理，随时调节滤波器中的加权值，使系统的总输出功率为最小，噪声基

本上被消除。

--------------------
S 

主输入 +/飞! 消噪器信号源 信号通道 E h: 传感器1 S+no 输出C\l 

噪 主输入噪声通道
no , 

参考声
! 输入 自适应n 

源 参考输入噪声通道 传感器2 1; n 滤波器
误差e

--------------------
图 6-25 ANC技术原理框图

5) 共振解调技术(IFD)

共振解调技术也称为包络检波频谱分析法，用于提取淹没在强烈背景噪声中的周期性

冲击脉冲信号。这一技术在滚动轴承故障诊断中被广泛采用。

共振解调技术的原理:当机器发生故障出现周期为 To 的冲击脉冲时，如图 6-26.根据

傅立叶级数原理，就会产生以元(元=去)为基频的一系列谐波分量，若其中某阶高次谐
波与轴承等元件的结构固有频率儿相吻合(j" 频率很高.-般在 20 kHz 以上) .则将激发

起元件的结构固有频率儿的高频自由衰减振动。而机器工作时的其他振动频率都远低

于元件的结构固有频率儿，对引起该频率振动的影响极小，故实际上便消除了其他振动

信号的干扰。该高频自由衰减振动信号经解调(解调的含义是包络检波和低通滤波)后，

便得到了一个与原周期性脉冲波相对应、并被放大了的信号。据此可确定原冲击的周期

和幅值。
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(a) 原始脉冲波
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儿 1 
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(b) 脉冲波的频谱

A. 

t |\ 1\ 1\ 1\ 
(c) 激发的高频自由衰减振动 (d) 解调后的信号

圈 6-26 共振解调法原理

图 6-27 为共振解调法与低频信号接受法对- 204 型轴承测试分析结果的比较。图

6-27(a) 为低频信号接受法得到的频谱，图中峰值过多，较难寻找出故障的特征频谱。

图 Cb)为共振解调后的频谱，清楚地显示了故障的特征频率，其中 9 1. 25 Hz 是外圈的间隔频

率， 145 Hz 是内圈的间隔频率，290 Hz 和 436 Hz 分别是 145 Hz 的二次和三次谐波。实际

该轴承内外圈滚道上各有一处疲劳剥落。

A 

A 

258 317 398 
145 290 

436 

116 175 
91. 25 

200 400 11Hz 200 400 11Hz 

(a) 低频信号接受法 (b) 共振解调法

图 6-27 共振解调法与低频信号接受法的比较

共振解调法是目前最有效地诊断滚动轴承的方法之一。

习题与思考题

6. 1 指出机械故障诊断的主要环节和主要技术方法。

6.2 简要说明被德图和三坐标图这两种图形在故障诊断技术上的作用。

6. 3 传递函数在机械故障诊断中有什么作用?

6.4 目前最常使用的旋转机械的振动评定方法是什么?评定参数是什么?

6. 5 转子不平衡故障的频率特征是什么?机壳变形、皮带轮偏心和基础共振等故障与
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单纯的不平衡故障的频率特征有什么区别?怎样鉴别这两类故障?

6. 6 转子联轴节之间的不对中的基本类型有哪两类?它们各自的频率特征是什么?

6. 7 请说出滑动轴承油膜震荡的机理、特征和防治措施。

6. 8 齿轮的均匀性磨损等故障，将增加哪些频率的幅值?不均匀的分布故障和局部性

故障会产生什么现象?

6. 9 滚动轴承工作表面缺陷会产生哪些频率的振动?哪些零件缺陷会产生信号调制

现象?其载波频率和调制频率各是什么?

' 

‘ 

, 
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