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2.3 期望 

 

 

本节你将掌握的核心技能： 

► 期望是用一个数来概括随机变量整体平均趋势的位置； 

► 期望将所有可能取值按照概率进行加权； 

► 常数的期望等于其自身，因为它没有任何随机性； 

► 对随机变量整体平移不会改变其形状，只会让期望随之平移； 

► 随机变量按比例缩放或翻转时，其期望也按相同比例变化； 

► 两个随机变量相加后的期望等于它们期望的相加，与是否独立无关。 

 

期望 

在研究随机变量时，我们常常希望用一个简单的数来概括这个随机变量“整体上”会落在什么位置。

期望 (expectation)，也叫期望值 (expected value)，就是用来完成这一任务的工具。 

期望把一个随机变量所有可能的取值“压缩”为一个能够代表其平均趋势的数。 

假设离散随机变量 X 有 n 个取值 {x(1), x(2), …, x(n)}，每个取值出现的概率由概率质量函数 pX(x) 描

述。 

期望值 E(X) 的定义可以理解为：用“出现的概率”作为权重，对所有可能的取值求一个加权平均。形

式化地写为： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

Weigh

1 1 2

1
Scalar

t

E
n

X

n
n

X

i

i

X

i

X XX x x x pxp p x xp x x
=

= = + + + =   (1) 

为了方便，我们经常把 (1) 简写作： 

 ( ) ( )E
x

XpX x x=   (2) 

这里的 ( )
x

 表示对随机变量所有可能的取值进行遍历并求和，也可以理解成“穷举所有结果”。 
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由于所有概率的总和必须等于 1，PMF pX(x) 自然满足 

 ( ) 1
x

Xp x =  (3) 

因此，期望值确实是一个严格意义上的加权平均。 

从更直观的角度来看，期望是对随机变量的一种“降维操作”。原本随机变量 X 可能有很多取值，但

经过运算符 E(⋅) 之后，这些复杂的可能性被折叠成一个代表其整体水平的数。 

对于多元随机变量来说，期望向量往往也被称为分布的“质心”，因为它在几何上起到类似平衡点或

中心位置的作用。。 

 

质量均匀的色子 

举个例子，当我们研究一个均匀色子的随机性时，最自然的问题之一是：掷一次色子，它“平均上”

会落在什么位置？ 

为了回答这个问题，我们将掷色子的点数视为一个离散随机变量 X。对于一枚质量均匀、六个面概

率相同的色子来说，X 的所有可能取值为 1、2、3、4、5、6，每个点出现的概率都是 1/6。 

在这种最典型的均匀分布情形下，X 的期望值计算非常简单，就是用所有取值按相同的概率进行平

均： 

 ( ) ( )
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从几何直觉上理解，期望值可以看作分布在数轴上位置的“质心”。 

虽然色子只会出现整数点数，但它们的概率分布在数轴上形成了一个离散但均衡的结构，而期望值 

3.5 正好落在这个结构的几何中心位置。 

图 1展示了六面均匀色子的 PMF 以及由此得到的期望值所在位置，从图中也可以直观看出，这个中

心位于 3 与 4 的正中间。 

 

E(X) = 3.5

 

图 1. 掷均匀色子试验 PMF和期望值位置 

 

进一步，如果进行重复试验，我们可以观察到一个重要的统计现象。图 2展示了随着掷色子次数的

增加，试验结果的算术平均值如何变化。 

起初，由于样本数量很少，平均值会出现较大的随机波动；但随着试验次数越来越多，这个平均值

会逐渐稳定，并最终逼近理论值 3.5。这一现象体现了大数定律的思想：真实世界中的随机过程，在大

量重复之后，其平均行为会与理论期望越来越接近。 
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图 2. 投色子试验均值随试验次数变化 

 

常数 

在概率论中，期望值不仅适用于具有多个可能取值的随机变量，也可以应用于常数这种特殊情况。

所谓常数，是指在每一次试验中取值都固定不变的量。例如，如果随机变量 X 在所有情况下都取同一个

值 c，那么 X 就是一个常数。 

常数的期望值非常直观：因为它无论如何变化，结果总是 c，所以它的平均值自然也是 c。用公式

表示就是： 

 ( )E c c=  (5) 

可以从具体例子中更容易理解这个概念。如果一个随机试验，每次结果都是 3，无论我们进行多少

次实验，算术平均值始终是 3，因此 E(3) = 3。 

同理，一个随机试验，每次结果都是−3，那么它的期望值也就是−3，即 E(−3) = −3。 

从直觉上看，常数的期望值与加权平均的概念完全一致。对于一般的随机变量，期望值是所有可能

取值按概率加权后的平均；而常数的所有“可能取值”只有一个，并且概率为 1，因此加权平均自然等于

这个唯一取值。 

 

加常数 

对随机变量加上一个常数，期望值也会相应地增加同样的常数。 

换句话说，如果我们有随机变量 X 和一个常数 c，定义新的随机变量 Y = X + c，那么 Y 的期望值满

足： 

 ( ) ( ) ( )E E EY X c X c= + = +  (6) 

为了让这个性质更直观，可以通过掷均匀色子的例子理解。假设 X 表示掷一枚六面均匀色子的点

数，已知 E(X) = 3.5。 

如果我们定义一个新的随机变量 Y = X + 3，也就是每次掷出的点数都加 3，那么根据加常数的期望

性质，Y 的期望值就是： 
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 ( ) ( ) ( )E E 3 E 3 6.5Y X X= + = + =  (7) 

和图 1相比，图 3展示了 X 加上常数 3 后的新随机变量 Y 的分布以及期望位置，可以直观地看到整个

分布向右平移了 3 个单位，同时期望值 (红色竖线) 也随之平移。 

 

E(X + 3) = 6.5

 

图 3. 掷均匀色子试验色子点数为 X，X + 3 的期望 

 

同样地，如果我们定义 Y = X−3，也就是每次掷出的点数减少 3，那么新的期望值就是： 

 ( ) ( ) ( )E E 3 E 3 0.5Y X X= − = − =  (8) 

和图 1相比，图 4显示了这个减法操作后的结果，分布整体向左平移了 3 个单位，期望值 (红色竖线) 

也相应降低。 

 

E(X   3) = 0.5

 

图 4. 掷均匀色子试验色子点数为 X，X − 3 的期望 

 

直观地理解，加常数的操作不会改变随机变量的波动范围或分布形状，只会整体平移分布位置，期

望值正是描述分布中心位置的数，因此会随常数的加减而平移。 

 

倍数 

设有随机变量 X 和一个常数 a，定义新的随机变量 Y = aX，那么 Y 的期望值满足线性关系： 

 ( ) ( )E EaX a X=  (9) 

这一性质在直观上很容易理解：如果随机变量的每一个可能取值都按相同比例放大或缩小，那么它

们的平均位置也会按相同比例放大或缩小。 

以掷均匀色子为例，假设 X 表示色子的点数，已知 E(X) = 3.5。如果定义 Y = 2X，也就是将每次掷

出的点数乘以 2，那么新的期望值为： 
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 ( ) ( ) ( )E E 2 2E 7Y X X= = =  (10) 

图 5展示了掷色子实验中 X 的分布，以及每个点数放大两倍后的分布和期望位置。和图 1相比，可以

直观地看到，整个分布沿数轴正方向拉伸了一倍，期望值也随之翻倍。 

 

E(2X) = 7

 

图 5. 掷均匀色子试验色子点数为 X，2X的期望 

 

同样地，如果定义 Y = −X，也就是将点数取负，那么期望值会随之取相反数： 

 ( ) ( ) ( )E E E 3.5Y X X= − = − =  (11) 

和图 1相比，图 6展示了这个操作后的效果，分布关于零点对称翻转，期望值也随之翻转。 

 

E( X) = 3.5

 

图 6. 掷均匀色子试验色子点数为 X，−X的期望 

 

这一性质在统计学和机器学习中非常重要。比如，在特征缩放、线性回归模型的系数调整，或者数

据标准化中，理解期望随倍数变换的线性规律，有助于我们快速预测变换后数据的中心位置而无需重新

计算每个样本的加权平均值。 

 

倍数 + 常数 

前文提过，期望值具有线性性质，这意味着对随机变量同时进行乘法和加法操作时，期望值也服从

一样的运算规律 

 ( ) ( )E EaX c a X c+ = +  (12) 

这一公式可以理解为，先将随机变量 X 的平均位置按倍数 a 拉伸或翻转，然后整体平移 c 个单位。

无论随机变量本身如何分布，这条规律始终成立。 

以掷均匀色子为例，设 X 表示色子点数，已知 E(X) = 3.5。如果定义新的随机变量 
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 2 3Y X= +  (13) 

那么 Y 的期望值为 

 ( ) ( )E 2E 3 10Y X= + =  (14) 

图 7展示了对 X 进行线性变换 2X + 3 后的新分布和期望位置。从图中可以直观地看到，原始分布被

拉伸为原来的两倍，并整体向右平移了 3 个单位，期望值也随之移动到 10。 

 

E(2X + 3) = 10

 

图 7. 掷均匀色子试验色子点数为 X，2X + 3 的期望 

 

求和 

当我们研究两个随机变量 X 和 Y 时，一个非常常见的任务是理解它们的和 X + Y 的行为。在许多场

景中，这种“求和”操作具有明确的物理或统计含义。例如，两个独立误差的叠加、或两次试验结果的累

加，都是对随机变量求和的典型情况。 

期望值的一个核心性质告诉我们：求和后的期望值等于两个期望值的相加，即 

 ( ) ( ) ( )E E EX Y X Y+ = +  (15) 

注意，这一性质与随机变量是否独立无关，因此非常普遍，也非常重要。 

为了让读者理解其合理性，可以给出一个简单直观的证明思路。按照期望的定义，对所有可能的取

值求加权平均： 

 

( )

( ) ( )

E ( ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ) ( )

E E

x y

x y x y

x y y x

X Y

x y

X Y x y f x y

x f x y y f x y

x f x y y f x y

x f x y f y

X Y

+ = +

= +

= +

= +

= +



 

   

 

 (16) 

第一个求和式 ( , )
x y

x f x y  是对 X 按联合概率求加权平均，第二个求和式 ( , )
x y

y f x y  是对 Y 按

联合概率求加权平均。 

经过整理之后，我们发现这正是 E(X) 和 E(Y) 的定义，因此结论成立。这个分解过程揭示了求和期

望的本质：平均值的叠加可以逐项拆分。 

为了让这一性质更具直观性，可以通过掷两颗均匀色子的例子进行说明。 
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设 X 和 Y 分别表示第一颗和第二颗色子的点数。因为每颗色子的期望都是 3.5，所以根据求和性

质，我们立即得到： 

 ( ) ( ) ( )E E E 3.5 3.5 7X Y X Y+ = + = + =  (17) 

图 8展示了两颗色子的联合样本空间 (X, Y)，它包含 36 个等可能的组合。也就是说，图 8中每个点被

取到的概率为 1/36 (= 1/6 × 1/6)。 

 

X

Y

 

图 8. 掷两颗均匀色子试验色子点数分别为 X和 Y，(X, Y) 样本空间 

 

图 10中，每一个蓝色点都代表两颗色子点数的一个组合 (X, Y)。这些点根据 X + Y 的值被分布在不同

的等高线上，而每一条等高线对应一个固定的和值。 

例如，等高线最左下侧对应和值为 2，中间位置对应和值为 7，最右上侧对应和值为 12。由于两颗

色子各有 6 种点数，因此整体样本空间由 36 个等可能的点构成，可以用图 9所示的三维火柴梗可视化。 

 



Page 8  |  《概率统计》  |  鸢尾花书：数学不难 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

X

Y

 

图 9. 掷两颗均匀色子试验色子点数分别为 X和 Y，(X, Y) 样本空间的三维火柴梗图 

 

观察这些等高线，可以直观地看出某些和值出现的可能性更高。比如，等高线对应和值为 7 的那一

行会包含最多蓝点，它的组合方式最多，(1, 6)、(2, 5)、(3, 4)、(4, 3)、(5, 2)、(6, 1)，因此出现概率也最

大；而和值为 2 或 12 的等高线只包含一个蓝点，因此概率最小。 

 

X

Y

 

图 10. 掷两颗均匀色子试验色子点数分别为 X和 Y，X + Y的样本空间 
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基于这种观察，我们可以很容易计算出 S = X + Y 的概率质量函数。写成分段函数形式 

 ( )

1
,    2,3,4,5,6,7

36

13
,    8,9,10,11,12

36

Sp s

s
s

s
s

−
=

= 
− =



 (18) 

利用 (18)，我们也可以计算 S = X + Y 的期望值 

 
( ) ( ) ( )

12

2

1 2 3 3 2 1
E E 2 3 4 10 11 12

36 36 36 36 36 36

7

S

s

X Y S s p s
=

+ = =  =  +  +  + +  +  + 

=

  (19) 

答案和 (17) 一致。  

图 11所示为 X + Y 的概率分布和期望。可以看到，虽然 X 和 Y 的分布是离散均匀的，但 X + Y 的分

布呈三角形，7 是出现概率最高的和值，而期望值也恰好位于这个分布的中心位置。 

 

E(X + Y) = 7

 

图 11. 掷两颗均匀色子试验色子点数分别为 X和 Y，X + Y的分布和期望 

 

线性组合 

在前面讨论了“加上常数”“乘以倍数”以及“多个随机变量相加”的期望性质之后，我们可以把这些结

论进一步整合成一个更一般、也更常见的情形：随机变量的线性组合 (linear combination of random 

variables)。 

许多统计学与机器学习模型（如线性回归、主成分分析、因子分析等算法）都涉及形如 

 1 1 2 2

1

n

n n i i

i

aY a X a X X a X
=

+ + + ==   (20) 

如图 12所示，这种组合方式被称为随机变量的线性组合。 

 



Page 10  |  《概率统计》  |  鸢尾花书：数学不难 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

X1

X2

Xn

a1

a2

X3 a3

an

..
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Y

 

图 12. 随机变量的线性组合 

 

线性组合的期望有一个非常重要且优雅的性质：无论这些随机变量是否独立，只要各自的期望存

在，就必然有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2E E E En n n nE Y a X a X a X a X a X a X= =+ + + + + +  (21) 

即 

 ( )
1 1

E E
n n

i i i i

i i

a X a X
= =

 
= 

 
   (22) 

特别地，当 n = 2 时，上式可以写成： 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2E E Ea X a X a X a X++ =  (23) 

此外，引入常数项，(21) 可以写成 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2E E E En n n nE Y a X a X a X a X a X a X cc =+ + + + + ++ +=  (24) 

即 

 ( )
1 1

E E
n n

i i i i

i i

a X c a X c
= =

 
+ = + 

 
   (25) 

 

独立 

在讨论期望时，一个非常重要的情形是两个随机变量之间的独立性。如果两个随机变量 X 和 Y 相互

独立，那么它们的联合行为就能以一种非常简单的方式分解开来。讨论期望时，独立性带来一个关键结

论，如果 X 和 Y 独立， 

 ( ) ( ) ( )E E EXY X Y=  (26) 

这表示两个独立随机变量的乘积，其期望可以写成各自期望的乘积。 
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(26) 等价于 

 ( ) ( ) ( )E E E 0XY X Y− =  (27) 

还是用掷两颗均匀色子试验为例，设第一颗色子的点数为 X，第二颗为 Y，它们相互独立且都服从 

1 到 6 的离散均匀分布，因此 

 ( ) ( )E E 3.5X Y= =  (28) 

根据独立性的结论，有 

 ( ) ( ) ( )E E E 3.5 3.5 12.25XY X Y= =  =  (29) 

如果按照传统方法去枚举 36 个点对并求加权平均，也能得到相同结果，但独立性让计算过程大幅

简化。 

 

X

Y

 

图 13. 掷两颗均匀色子试验色子点数分别为 X和 Y，XY的样本空间 

 

然而，如果两个随机变量不独立，情况就完全不同了。 

在这种情况下， ( )E XY  一般不等于 ( ) ( )E EX Y 。两个量之间的依赖关系会改变乘积的平均值，而

这个差异正是协方差 (covariance) 概念的来源。协方差刻画两个随机变量是否倾向于同时变大、同时变

小，或者一个变大时另一个倾向变小。更具体地，它度量的正是 

 ( ) ( ) ( ) ( )cov , E E EX Y XY X Y= −  (30) 

如果这个差异为零，说明它们的“线性关联”被完全抵消，而在独立情况下，这个差异必然为零。 

本书后续讲专门讲解协方差。 
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请大家用 DeepSeek/ChatGPT 等工具完成本节如下习题。 

Q1. 同时抛一枚硬币 (正面为 1、反面为 0)，掷一颗色子 (点数为 1、2、3、4、5、6)，用随机变量 X、Y

分别表示结果。请绘制样本空间，并计算 

► E(X + Y) 

► E(2X + Y) 

► E(XY) 

Q2. 使用 Python 模拟掷一枚均匀硬币 1000 次，计算实验均值，并与理论期望 0.5 比较。 

Q3. 什么是 LOTUS (Law of the Unconscious Statistician)？如何用 LOTUS 理解(15)？ 


