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23 
Hierarchical Clustering 

层次聚类 
基于数据之间距离，自下而上聚合，或自上而下分裂 

 

 

如果不能简单地解释某个理论，说明你并没有真正理解它。 

If you can't explain it simply, you don't understand it well enough.  

—— 阿尔伯特·爱因斯坦 (Albert Einstein)  |  理论物理学家  |  1879 ~ 1955 

 

 

◄ numpy.triu() 提取上三角矩阵 

◄ scipy.cluster.hierarchy.dendrogram() 绘制树形图 

◄ scipy.cluster.hierarchy.linkage() 计算簇间距离 

◄ seaborn.clustermap() 绘制树形图和热图 

◄ seaborn.heatmap() 绘制热图 

◄ sklearn.cluster.AgglomerativeClustering() 层次聚类函数 

◄ sklearn.metrics.pairwise.rbf_kernel() 计算 RBF 核成对亲近度矩阵 
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层次聚类

算法

自上而下

自下而上

簇间距离

平均距离

均值点距离

最远点距离

最近点距离

亲近度层次聚类

Ward s簇间距离
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23.1 层次聚类 

层次聚类 (hierarchical clustering) 算法是一种聚类分析算法。层次聚类依据数据之间的距离远近，或

者亲近度大小，将样本数据划分为簇。层次聚类可以通过自下而上 (agglomerative) 合并，或者自上而下 

(divisive) 分割来构造分层结构聚类。 

图  1 所示为根据鸢尾花样本数据前两个特征——花萼长度和宽度——获得的层次聚类树形图 

(dendrogram)。 

注意，层次聚类算法为非归纳聚类 (non-inductive clustering)。 

 

AgglomerativeDivisive
 

图 1. 区分“自上而下”和“自下而上”层次聚类 

自下而上合并 

图 2所示为自下而上合并原理。整个过程有点像“搭积木”，首先以每个数据点本身作为一簇，每次迭

代合并“距离”较近或亲近度大的类别，直到最后只剩一簇为止。这个过程可以使用的距离度量或亲和度

也是多种多样的。请大家回顾本书第 3 章有关距离度量和亲近度内容。 

 

 

图 2. 层次聚类原理 
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本章下面首先介绍如何一步步通过自下而上合并获得树形图。大家可能已经注意到，图 2 中不仅仅

要考虑，“点”与“点”之间距离，还需要考虑“簇”与“簇”之间的距离。“簇”与“簇”之间的距离度量，也是本章

要探讨的核心内容之一。 

 

23.2 树形图 

图 3给出 12 个样本数据在平面上的位置。相信大家还记得成对距离矩阵 (pairwise distance matrix) 这

个概念。图 4所示 12 个样本数据成对欧氏距离矩阵的热图。 
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图 3. 12 个样本数据 

 

有了图 4 所示成对欧氏距离矩阵，便可以得到如图 5 所示树形图。树形图横轴对应样本数据编号，纵

轴对应数据点间距离和簇间欧氏距离。 

观察图 5 树形图，在距离值 2.5 处切一刀，可以将图 3 所示数据分成 3 簇；如果在距离值为 4 处切一

刀，可以将图 3所示数据分成 2 簇。下面，我们一步步介绍如何自下而上构造如图 5所示树形图。 
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图 4. 12 个样本数据成对距离构成的方阵热图 
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图 5. 数据树形图 

 

第一层 

图 6所示，首先发现 a 和 c、k 和 j、f 和 l 成对距离最短，均为 1；这样我们便构造树形图最底层。这

三个成对距离在热图位置如图 8 (a) 所示。 



Page 6  |  Chapter 23 层次聚类  |  Book 7《机器学习》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

 

0 2 4 6 8 10
x1

0

2

4

6

8

10

x2

a b

c

d

e

f

g

h

i

jk

l

0

1

2

3

4

f l i d g a c b h e j k

D
is

ta
nc

e 
an

d 
li

nk
ag

ed = 1

 

图 6. 构建树形图，第一层 

 

第二层 

构造树形图第二层时，遇到一个麻烦——簇间距离如何定义。这里，我们首先采用最简单的最近点

距离 (single linkage 或 nearest neighbor)。最近点距离指的是两个簇样本数据成对距离最近值。 
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图 7. 构建树形图，第二层 

 

k 和 j、f 和 l 已经分别“成团”；e 距离 k 更近，而 i 距离 f 更近。因此树形图第二层的距离值定为

sqrt(2)，也就是约 1.414。同样，b 和 h 的距离也是 1.414。这样我们便构造得到了如图 7所示的树形图第

二层。这三个“簇间”/“点间”距离在热图位置如图 8 (b) 所示。 
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图 8. 成对距离矩阵热图，第一层和第二层距离位置 

 

第三层 

再向上一层，利用簇 a 和 c (第一层)、簇 b 和 h (第二层)之间簇间距离 2，从而得到树形图第三层。

这个距离在热图上的位置如图 11 (a) 所示。 
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图 9. 构建树形图，第三步 

第四层 

树形图的第四层采用的距离值为 sqrt(5)，约 2.236。图 10 所示为树形图第四层位置。可以发现此

时，所有的数据点均参与聚类，形成 3 簇。 
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图 10. 构建树形图，第四层 
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图 11. 成对距离矩阵热图，第三层和第四层距离位置 

 

第五层 

图 12 所示为树形图第五层位置。在第五层，样本数据被划分为两簇；再加一层，整个树形图便封

顶。 

 



Page 9  |  Chapter 23 层次聚类  |  Book 7《机器学习》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

0 2 4 6 8 10
x1

0

2

4

6

8

10

x2

a

b

c

d

e

f

g

h

i

jk

l

0

1

2

3

4

f l i d g a c b h e j k

D
is

ta
n
c
e 

a
n
d
 l

in
k

ag
e

d = 3.61

 

图 12. 构建树形图，第五层 

重新排序 

树形结构把数据序号重新排列。根据这个顺序，可以得到一个全新的热图，如图 13 所示。根据颜

色，图 13所示热图很容易分为两个区域，对应数据划分为两簇。这便是层次聚类的思路。 
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图 13. 按树形图重组数据树形图 
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23.3 簇间距离 

上一节提到，两簇之间的距离可以采用最近点距离；当然，簇间距离也有其他定义。本节介绍常用

的几种簇间距离。 
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图 14. 簇间距离定义 

 

最近点距离 

簇间距离，也叫做距离值 (linkage distance 或者 linkage)。如图 14 (a) 所示，最近点距离 (single 

linkage 或 nearest neighbor)，代号为 'single'，指的是两个簇样本数据成对距离最近值： 

 ( ) ( )( )
,   

, min dist ,
k j

k j
C C

d C C
 

=
x z

x z  (1) 

图 15 所示为，采用 'single' 层次聚类得到的树形图和鸢尾花数据聚类结果。可以发现，树形图

分支并不均衡，聚类结果不理想。 
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图 15. 鸢尾花聚类结果，'single' 层次聚类 

 

最远点距离 

如图 14 (b) 所示，最远点距离 (complete linkage 或 farthest neighbor) 定义为，两簇样本数据成对距离

最远值： 

 ( ) ( )( )
,   

, max dist ,
k j

k j
C C

d C C
 

=
x z

x z  (2) 

最远点距离代号为 'complete'。图 16所示为，采用 'complete' 层次聚类得到的树形图和鸢尾

花数据聚类结果。最远点距离对于离群点/噪音点敏感。 
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图 16. 鸢尾花聚类结果，'complete' 层次聚类 

 

均值点距离 

如图 14 (c) 所示，均值点距离 (centroid linkage) 采用两个簇样本数据质心点之间的距离： 

 ( ) ( ), ,i j i jd C C d= μ μ  (3) 

其中，μi和 μj分别为 Ci和 Cj的质心点。目前 Scikit-learn 中的层次聚类函数并不支持均值点距离；

但是 scipy.cluster.hierarchy.linkage 支持均值点距离，代号为 'centroid'。 
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平均距离 

如图 14 (d) 所示，平均距离 (average linkage) 采用两簇样本数据成对点之间距离取平均值： 

 ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
,   

,   

dist ,

, mean dist ,
count count

k j

k j

C C

k j
C C

k j

d C C
C C

 

 
= =




x z

x z

x z

x z  (4) 

平均距离代号为 'average'。图 17所示为，采用 'average' 层次聚类得到的树形图和鸢尾花数

据聚类结果。 
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图 17. 鸢尾花聚类结果，'average' 层次聚类 

 

Ward’s簇间距离 

Ward’s 簇间距离的定义如下： 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 22

After merge Before merge

, 2 dist , dist , dist ,

2 count count
dist ,

count count

k j k j

k j k j

k j

k j C C C C

C C C C

k j

C C

k j

d C C

C C

C C

  

 
  
 =  − + 

  
 

 
 

 
= 

+

  
x x x

x μ x μ x μ

μ μ

 (5) 

观察 (5)，可以发现它等价于： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
After merge Before merge

, 2 SST SST SSTk j k j k jd C C C C C C

 
 

=  − +
 
 
 

 (6) 

其中，SSE 为丛书前文介绍的总离差平方和 (Sum of Squares for Total, SST)。 

SSE 便是本书前文介绍的“簇惯性 (cluster inertia)”，也就是： 
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图 18. 鸢尾花聚类结果，Ward’s 簇间距离 

 

Ward’s 簇间距离定义看着复杂，实际上背后的思想很简单——计算合并后 (after merge)、合并前 

(before merge) 残差平方和 SSE 的差值。原理如图 18所示。这个差值，也就是一种簇数据“合并”的“代

价”。 

平均距离代号为 'ward'。'ward'为 Scikit-learn 默认簇间距离。图 19所示为，采用 'ward' 层次

聚类得到的树形图和鸢尾花数据聚类结果。 
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图 19. 鸢尾花聚类结果，'ward' 层次聚类 

 

代码 Bk7_Ch23_01.ipynb 可以绘制图 15、图 16、图 17和图 19。下面聊聊其中关键语句。 

a 首先用 scipy.cluster.hierarchy.linkage()计算了数据集的层次聚类数据矩阵。X 是输

入的数据集，而 method 是层次聚类算法使用的链接方法，可能是"single"、"complete"、
"average"等。 
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然后再用 scipy.cluster.hierarchy.dendrogram()绘制树状图。 
b 利用 sklearn.cluster.AgglomerativeClustering()创建了一个层次聚类对象。 
n_clusters=3 指定聚类的簇数目，即要将数据划分成几个簇。 
metric='euclidean'指定计算数据点之间距离的度量标准。在这里，使用的是欧氏距离 

(Euclidean distance)。请大家尝试使用其他距离度量并比较结果。 
linkage=method 指定了层次聚类中用于计算簇之间距离的链接方法。method 可以是"ward"、

"complete"、"average"等。不同的链接方法影响着聚类的结果。 
c 调用层次聚类对象 cluster，并使用 fit_predict() 方法，来完成聚类得到每个样本所属

的簇标签预测值。 
d 用散点图可视化聚类结果。 

 

for name, method in clustering_algorithms:

    # 绘制树形图
    fig, ax = plt.subplots()
    
    plt.title(name)
    dend = dendrogram(linkage(X, 
                              method = method))
    
    # 层次聚类
    cluster = AgglomerativeClustering(n_clusters=3, 
                                      metric='euclidean', 
                                      linkage=method)
    # 完成聚类预测
    Z = cluster.fit_predict(X)
    
    # 可视化聚类结果
    fig, ax = plt.subplots()
    plt.title(name)
    
    # 可视化散点图
    plt.scatter(x=X[:, 0], y=X[:, 1], c=Z, alpha=1.0, 
                    linewidth = 1, edgecolor=[1,1,1])
    
    ax.set_xticks(np.arange(4, 8.5, 0.5))
    ax.set_yticks(np.arange(1.5, 5, 0.5))
    ax.set_xlim(4, 8); ax.set_ylim(1.5, 4.5)
    plt.xlabel(iris.feature_names[0])
    plt.ylabel(iris.feature_names[1])
    ax.grid(linestyle='--', linewidth=0.25, color=[0.5,0.5,0.5])
    ax.set_aspect('equal'); plt.show()

a

c

d

b

 

代码 1. 利用 sklearn.cluster.AgglomerativeClustering()完成层次聚类  |  Bk7_Ch23_01.ipynb 

 

23.4 亲近度层次聚类 

本章前文介绍的是采用欧氏距离构造树形图，以便进行层次聚类；其实，亲近度也可以用来构造树

形图，从而聚类。回顾高斯核 (Gaussian kernel) 亲近度定义： 
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 ( ) ( )2
, exp = − −x q x q  (8) 

图 20左图是鸢尾花数据高斯核亲近度成对矩阵热图。利用 seaborn.clustermap() 函数可以绘

制基于亲近度矩阵的树形图，以及相应热图，具体如图 20右图所示。 

 

1.00.80.60.40.2
 

图 20. 鸢尾花花萼两个特征构造的亲近度矩阵，以及树形结构和重排额的亲近度矩阵 

 

 

代码 Bk7_Ch23_02.ipynb 可以绘制图 20两幅子图，请大家自行学习。 

 

层次聚类是一种无需预先指定聚类簇数的聚类方法，其输出结果以树形图的形式呈现。在层次聚类

中，不同簇之间的距离可以通过不同的距离度量方法计算，如欧几里得距离、曼哈顿距离等。 

层次聚类可以分为凝聚聚类和分裂聚类两种方法，其中凝聚聚类是一种从下往上的方法，从每个数

据点开始，逐步合并簇，形成树形图；分裂聚类是一种从上往下的方法，将所有数据点放在一个簇中，

然后逐步分裂簇，形成树形图。请大家格外注意不同簇间距离定义方式。 

在亲近度层次聚类中，距离度量方法可以用相似度度量方法代替，如相关系数、余弦相似度等。亲

近度层次聚类通常应用于文本聚类、图像聚类等领域。 


