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21 
Gaussian Mixture Model 

高斯混合模型 
组合若干高斯分布，期望最大化 

 

 

每当竭力厘清某一数学话题后，我便径直离开，投身另一处昏暗角落； 

孜孜以求的人如此奇怪，求解一个问题后，他不会自我陶醉、故步自封，而是踏上新的旅程。 

When I have clarified and exhausted a subject, then I turn away from it, in order to go into darkness again; 

the never satisfied man is so strange if he has completed a structure, then it is not in order to dwell in it 

peacefully, but in order to begin another. 

—— 卡尔·弗里德里希·高斯 (Carl Friedrich Gauss)  |  德国数学家、物理学家、天文学家  |  1777 ~ 1855 

 

 

◄ matplotlib.patches.Ellipse() 绘制椭圆 

◄ numpy.arctan2() 输入正切值分子分母两个数，输出为反正切，值域为 [-pi, pi] 

◄ numpy.linalg.eigh () 返回实对称矩阵的特征值和特征向量 

◄ numpy.linalg.norm() 默认 L2 范数 

◄ numpy.linalg.svd() SVD 分解函数 

◄ plt.quiver() 绘制箭头图 

◄ seaborn.barplot() 绘制直方图 

◄ sklearn.mixture.GaussianMixture 高斯混合模型聚类函数 
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21.1 高斯混合模型 

高斯混合模型 (Gaussian Mixture Model, GMM) 是一种常用的无监督机器学习算法，它的核心思维是

——用多个高斯密度函数估计样本数据分布。高斯混合模型是一种概率模型，它假定所有数据点都是由

有限个参数未知的高斯分布混合产生。 

某种意义上讲，高斯混合模型是 K 均值聚类的推广。高斯混合模型和 K 均值聚类都是采用迭代方法

求解优化问题。K 均值利用簇质心，最小化簇内残差平方和 SSE；而高斯混合模型利用簇质心和协方

差，最大化对数似然函数。 

此外，高斯混合模型和本书监督学习部分讲解的贝叶斯分类和高斯判别分析联系紧密。 

前文说过，高斯混合模型是若干个高斯分布混合；下面分别一元和二元高斯分布来介绍这以思想。 

 

一元高斯分布混合 

大家对一元高斯分布概率密度函数 fX(x) 再熟悉不过： 

 ( )
2
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其中，µ 为均值/期望值，σ为标准差。对于一元高斯分布，给定 µ 和 σ就确定分布形状。 

对于单一特征样本数据，高斯混合模型的意义就是利用若干一元高斯分布来描述样本分布。 

图 1给出的是鸢尾花样本数据花萼长度和花萼宽度两个特征。分别观察这两个特征，可以发现用单

一高斯分布都不能准确描述数据的边际分布，但是组合三个高斯分布却可以描述数据特征分布。 

注意，对于无监督学习，样本数据没有标签，即并不知道样本数据的类别。高斯混合模型算法

通过一系列运算估计预测样本数据类别。 

通常，称高斯混合模型 GMM 每一高斯分布为一个分量 (component)。对于一元高斯分布，高斯混合

分布算法难点就是确定每个分量各自的参数，µk和 σk。 

本书前文在贝叶斯分类部分介绍过，根据全概率定理，C1, C2,…, CK为一组不相容分类，对样本空

间 Ω形成分割，下式成立： 

 ( ) ( ),

1
Joint

,
K

X Y X k

k

f x f C x
=

=  (2) 

根据贝叶斯定理，联合概率、似然概率、先验概率存在如下关系： 

 ( ) ( ) ( ),

PriorJoint Likelihood

,Y X k k Y kX Y
f C X f x C p C=  (3) 
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图 1. 用三个高斯一元分布描述样本数据边际分布 

 

将 (3) 代入 (2) 得到： 

 ( ) ( ) ( )
1

PriorLikelihood
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X k Y kX Y
k

f x f x C p C
=

=  (4) 

对于高斯混合模型 GMM， ( )kX Y
f x C 为似然概率 (likelihood) 用高斯分布描述， ( )Y kp C  为先验概

率 (prior)，表达样本集合中 Ck类样本占比。 

对于无监督学习，样本数据标签未知；因此，高斯混合模型 GMM 迭代过程中，似然概率

( )kX Y
f x C  和先验概率 ( )Y kp C 不断估算更新，直到满足迭代停止条件。 

而对于有监督学习，样本标签数据已知，即 Ck确定；比如，高斯朴素贝叶斯算法，直接就可以估算

似然概率 ( )kX Y
f x C  和先验概率 ( )Y kp C 。 

对于单一特征样本数据，且 K = 3，图 2对应的边际分布 ( )Y kp C  可以用三个一元高斯分布叠加获

得： 
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 (5) 

如图 2所示，μ1、μ2和 μ3为期望值，描述三个正态分布质心位置；σ1、σ2和 σ3为标准差，刻画三个

正态分布的离散程度；而先验概率 α1、α2和 α3给出三个正态分布对 ( )Xf x 的贡献。 
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α1fX|Y(x|C1) = α1N(μ1, σ1)

α2fX|Y(x|C2) = α2N(μ2, σ2)

α3fX|Y(x|C3) = α3N(μ3, σ3)

C1 C2 C3

2σ1

μ1

2σ2

μ2

2σ3

μ3 x
 

图 2. 三个一元高斯分布重要统计描述量 

 

令： 

  1 2 3 1 2 3 1 2 3        =θ  (6) 

三个一元高斯分布叠加产生的高斯混合分布记做 fX(x | θ)。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 | 1 2 | 2 3 | 3| , , ,Y X Y Y X Y Y X Yf x p C f x C p C f x C p C f x C= + +θ θ θ θ  (7) 

 

多元高斯分布混合 

下面考虑样本数据多特征情况。Ck类数据条件概率 ( )|X Y kf x C 分布服从多元高斯分布： 
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 (8) 

其中，D 为特征数量，即多元高斯分布维数；x 为列向量，μk为 Ck类簇质心位置，即期望值/均值；Σk为

Ck类数据协方差矩阵，刻画正态分布离散程度和相关性。 
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α3N(μ3, Σ3)
α2N(μ2, Σ2)

fX(x)

 

图 3. 三个二元高斯分布叠加描述鸢尾花数据分布 
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图 3展示的鸢尾花花萼长度和宽度样本数据分布。显然，样本数据不适合用一个二元高斯分布，也

不能用两个二元高斯分布叠加得。但是，每个高斯分布描述一簇数据，采用三个高斯分布叠加就可以比

较准确的描述数据分布情况： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 3

1 1 1 2 2 2

|

3 3

1 | 1 2

3

2 3 | 3| , , ,

, , , , , ,

Y Y Y Y Y Y

C C C

f p C f C p C f C p C f C

N N N  

= + +

= + +

χ χ χ
x θ x θ x θ x θ

x μ Σ x μ Σ x μ Σ  (9) 

定义参数 θ为： 

  1 2 3 1 2 3 1 2 3  =θ μ μ μ Σ Σ Σ  (10) 

再次强调，作为无监督学习，样本数据标签未知；高斯混合模型 GMM 通过迭代求解优化问题，迭

代过程，参数 θ不断更新。当迭代收敛时，参数 θ更新变化平缓。因此，(10) 定义的 θ，实际上是某一

轮迭代时参数估计的快照。 

 

后验概率 

根据贝叶斯定理，计算后验概率： 

 ( )
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由 K 个高斯分布构造的混合分布函数如下所示： 
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其中，第 i 个高斯分布参数有两个，分别是均值向量 μk和协方差矩阵 Σk。αk为混合系数，是混合成分的

先验概率，αi > 0。 

参数 θ定义为： 

  , ,    1, 2,...,k k k k K= =θ μ Σ  (13) 

K 个混合系数之和为 1： 

 
1

1
k

K

k
=

=  (14) 

高斯混合模型，分量数量 K 是一个用户输入值。本章后续会介绍如何选取合适分量数量 K。 

 

三聚类 

假设数据聚类为 C1、C2和 C3三类，后验概率 ( )| 1 ,Yf C
χ

x θ 、 ( )| 2 ,Yf C
χ

x θ 和 ( )| 3 ,Yf C
χ

x θ 可以通过

下式获得： 
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 (15) 

其中， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 | 1 2 | 2 3 | 3, , , ,Y Y Y Y Y Yf p C f C p C f C p C f C= + +
χ χ χ χ

x θ x θ x θ x θ  (16) 

图 4所示后验概率 ( )| 1 ,Yf C
χ

x θ 、 ( )| 2 ,Yf C
χ

x θ 和 ( )| 3 ,Yf C
χ

x θ 三曲面。比较这三个曲面高度便可以

确定预测聚类区域。高斯混合模型迭代过程， ( )| 1 ,Yf C
χ

x θ 、 ( )| 2 ,Yf C
χ

x θ 和 ( )| 3 ,Yf C
χ

x θ 三曲面形状不

断变化，决策边界也不断变化。 
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x θ
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图 4. GMM 模型下后验概率曲面 

 

给定无标记样本数据，可以采用高斯混合模型对数据进行聚类；类似贝叶斯分类，后验概率可以判

定聚类决策边界。因此高斯混合模型聚类这个问题的优化目标，便是找到满足条件的参数 θ。 

下一节，我们将采用最大期望算法 (expectation maximization, EM)，简称 EM 算法，解决这一问

题。而下一章将专门讲解最大期望算法。 

 

21.2 四类协方差矩阵 

多元高斯分布用来刻画 Ck类数据条件概率 fX|Y(x | Ck)；而多元高斯分布中，协方差矩阵 Σk决定高斯

分布的形状。本书前文在高斯判别分析 GDA 中介绍过六类 GDA，这六类 GDA 中协方差矩阵 Σk各有特

点。 
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如表 1总结，scikit-learn 工具包中 sklearn.mixture 高斯混合模型支持四种协方差矩阵——tied 

(平移)、spherical (球面)、diag (对角)和 full (完全)。 

tied 指的是，所有分量共享一个非对角协方差矩阵 Σ；tied 类似第三类高斯判别分析。每个分量

PDF 等高线为大小相等旋转椭圆。根据本书前文分析，由于不同分量协方差相同，决策边界解析式二次

项消去；因此 tied 对应的决策边界为直线。 

spherical 指的是，每个分量协方差矩阵 Σk不同，但是每个分量 Σk均为对角阵；且 Σk对角元素

相同，即特征方差相同；spherical 类似第四类高斯判别分析。每个分量 PDF 等高线为正圆。

spherical 对应的决策边界为圆形弧线。 

diag 指每个分量有各自独立的对角协方差矩阵，也就是 Σk为对角阵，特征条件独立；但是对 Σk对

角线元素大小不做限制。diag 对应第五类高斯判别分析。每个分量 PDF 等高线正椭圆，diag 对应的

决策边界为正圆锥曲线。 

full 指每个分量有各自独立协方差矩阵，即对 Σk不做任何限制。full 对应第六类高斯判别分

析。full 对应的决策边界为任意圆锥曲线。 

 

表 1. 根据方差-协方差矩阵特点将高斯混合模型分为 4 类 

参数设置 Σi Σi特点 PDF 等高线 决策边界 

tied (第三类)  相同 非对角阵 任意椭圆 直线 

spherical (第四类) 

不相同 

对角阵，对角线元素等值 正圆 正圆 

diag (第五类) 对角阵 正椭圆 正圆锥曲线 

full (第六类) 非对角阵 任意椭圆 圆锥曲线 

 

和 K 均值聚类算法一样，高斯混合模型 GMM 也需要指定 K 值；高斯混合模型也是利用迭代求解优

化问题。不同的是，GMM 利用协方差矩阵，可以估算后验概率/成员值。GMM 的协方差矩阵有四种类

型，每种类型对应不同假设，获得不同决策边界类型。 

K 均值聚类可以看作是高斯混合模型一个特例。如图 5所示，K 均值聚类对应的 GMM 特点是，各簇

协方差矩阵 Σk相同，Σk为对角阵，并且 Σk主对角线元素相等。 
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µ1

µ2

µ3

 

图 5. K 均值聚类可以看作是高斯混合模型一个特例 

 

以鸢尾花数据为例 

下面，我们分别利用 sklearn.mixture 四种协方差矩阵设置，比较鸢尾花数据的聚类结果。相

信读过《编程不难》的读者应该还记得图 6 ~ 图 9。 

图 6 中，GMM 的协方差矩阵设置为 tied；容易发现获得的决策边界为直线，这是因为所有分量公

用一个非对角协方差矩阵。 

图 7中，GMM 的协方差矩阵设置为 spherical；对应的决策边界显然为三段圆弧构造。 

图 8 中，GMM 的协方差矩阵设置为 diag；图 8 中椭圆弧线长度较短，不容易直接判断它们对应的

椭圆是否为正圆锥曲线。 

图 9 中，GMM 的协方差矩阵设置为 full；决策边界为任意圆锥曲线。读者可以回顾本书高斯判别

分析中有关决策边界形态内容。 

另外，图 6 ~ 图 9这四幅图中，还给出高斯分布椭圆等高线的半长轴和半短轴向量指向。 

此外，表 2 总结了 sklearn.mixture.GaussianMixture() 函数协方差数据样式，请大家参

考。 
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图 6. K 均值聚类，协方差矩阵为 'tied' 
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图 7. K 均值聚类，协方差矩阵为 'spherical' 
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图 8. K 均值聚类，协方差矩阵为 'diag' 
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图 9. K 均值聚类，协方差矩阵为 'full' 

 

表 2. sklearn.mixture.GaussianMixture() 函数协方差数据样式 

协方差类型 数据形状 可视化协方差矩阵 

'spherical' (n_components,) 

一维数组，簇协方差矩阵为对角阵，且每个簇本身的

对角元素相同 

n_components 代表簇维度  

'tied' (n_features, n_features) 

二维数组，完整协方差矩阵 

不同簇共享一个协方差矩阵 

n_features 代表特征维度 
 

'diag' (n_components, n_features) 

二维数组，簇协方差矩阵为对角阵 

 

'full' (n_components, n_features, n_features) 

三维数组，协方差矩阵没有限制 

 

 

代码 Bk7_Ch21_01.ipynb 完成本节分类问题。我们在《编程不难》讲过这段代码中的核心

语句，请大家自行回顾学习。 
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图 10 所示为用 Streamlit 搭建的展示 GMM 种不同的协方差矩阵设置的 App。读过《编程不难》的读者

应该对这个 App 很熟悉了，请大家自行回顾学习。 

 

 

图 10. 展示 GMM 种不同的协方差矩阵设置的 App，Streamlit 搭建  |  Streamlit_Bk7_Ch21_02.py 

 

21.3 分量数量 

前文介绍，高斯混合模型 GMM 的分量数量 K 是用户输入值。选取合适 K 值，对于 GMM 聚类效果

至关重要。本节介绍采用 AIC 和 BIC 选择高斯混合模型分量数量。 

 

赤池信息量准则 

本册前文讲解回归分析时介绍过 AIC 和 BIC。AIC 为赤池信息量准则 (Akaike information criterion, 

AIC)，定义如下： 

 ( )
Penalty

AIC 2 2lnK L= −  (17) 

其中，K 是分量数量，即聚类数量；L 是似然函数。 

Scikit-learn 工具包中 AIC 计算形式稍有不同。AIC 鼓励数据拟合的优良性；但是，尽量避免出现过

度拟合。(17) 中 2K 项为惩罚项 (penalty)。 

 

贝叶斯信息准则 

贝叶斯信息准则 (Bayesian Information Criterion, BIC) 也称施瓦茨信息准则 (Schwarz information 

criterion, SIC)，定义如下： 

 ( ) ( )
Penalty

BIC ln 2lnK n L= −  (18) 
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其中，n 为样本数据数量。BIC 的惩罚项比 AIC 大。 

图 11所示为三簇数据构成的样本数据。采用高斯混合模型聚类算法，K 取不同值 (K = 1, 2, …, 6)，

协方差矩阵分别采用前文介绍的四种设置——tied (平移)、spherical (球面)、diag (对角)和

full (完全)。对于这 24 种组合，我们取出对应模型 AIC 和 BIC 结果。 

图 12 所示为 AIC 随协方差形状和分量数变化直方图。图 13 所示为 BIC 随协方差形状和分量数变化

直方图。可以发现，24 种设置组合中，spherical (球面) 和 K = 3 参数组合对图 11所示样本数据聚类

效果最好。 

 

 

图 11. 三簇数据构成的样本数据 
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图 12. AIC 随协方差形状和分量数变化 

 



Page 14  |  Chapter 21 高斯混合模型  |  Book 7《机器学习》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

Cov type

Spherical
Tied
Diag
Full

6000

5500

5000

4500

4000

B
IC

1 2 3 4 5 6

K, number of clusters  

图 13. BIC 随协方差形状和分量数变化 

 

 

代码 Bk7_Ch21_02.ipynb 绘制本节图像。 

 

21.4 硬聚类和软聚类 

本书朴素贝叶斯分类算法中提到，后验概率相当于成员值。硬聚类 (hard clustering) 指的根据成员值

大小，决策边界清楚划定；但是软聚类 (soft clustering) 则设定缓冲带，当后验概率/成员值在这个缓冲带

内，样本数据没有明确的聚类。这样，软聚类的决策边界不再“泾渭分明”，而变成了一条宽带。 

给定如图 14 所示 450 个样本数据。利用高斯混合模型算法获得 fY|χ(C1 | x) 和 fY|χ(C2 | x) 两后验概率曲

面，如图 15 所示。 

 

 

图 14. 样本数据 
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如图 15所示，以成员值大小排列这 450 个样本数据；对于二聚类问题，硬聚类以后验概率 0.5 为分

界线。当 fY|χ(C1 | x) = 0.5 对应着决策边界；当 fY|χ(C1 | x) > 0.5，x 被聚类到 C1簇；当 fY|χ(C1 | x) < 0.5，x 被

聚类到 C2簇。 
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图 15. fY|χ(C1 | x) 和 fY|χ(C2 | x) 两后验概率曲面 

软聚类 

而对于软聚类，后验概率在一段阈值内，比如 [0.3, 0.7]，数据没有明确的分类。图 17所示为聚类结

果，加黑圈的样本数据，位于“决策带”之内，没有明确预测分类。 
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图 16. 成员值与软聚类 

 



Page 16  |  Chapter 21 高斯混合模型  |  Book 7《机器学习》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

 

图 17. 软聚类分区和决策带 

 

高斯混合模型是一种概率模型，用于对多维数据进行建模和聚类。它将一个数据集看作由多个多元

高斯分布的线性组合构成，每个多元高斯分布代表着一个簇，而簇的个数是由用户指定的。 

GMM 通过最大化似然函数来估计参数，其中参数包括每个高斯分布的均值、方差和系数 (即每个高

斯分布在总分布中的占比)。在训练结束后，GMM 可以用于聚类、密度估计和生成新的数据点。与 k-

means 算法相比，GMM 具有更强的建模能力和更大的灵活性，但其计算复杂度更高。 

GMM 的参数估计通常使用最大期望算法 EM 完成，下一章专门介绍 EM。本章和下一章共用一个

思维导图。 

 


