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10 
Gaussian Discriminant Analysis 

高斯判别分析 
假设后验概率为高斯分布，最小化分类错误 

 

 

唯有勇敢者，才能洞见科学的壮美。 

The enchanting charms of this sublime science reveal themselves in all their beauty only to those who have 

the courage to go deeply into it. 

—— 卡尔·弗里德里希·高斯 (Carl Friedrich Gauss)  |  德国数学家、物理学家、天文学家  |  1777 ~ 1855 

 

 

◄ matplotlib.pyplot.contour() 绘制等高线线图 

◄ matplotlib.pyplot.contourf() 绘制填充等高线图 

◄ matplotlib.pyplot.scatter() 绘制散点图 

◄ numpy.array() 创建 array 数据类型 

◄ numpy.c_() 按列叠加两个矩阵 

◄ numpy.linspace()产生连续均匀向量数值 

◄ numpy.meshgrid() 创建网格化数据 

◄ numpy.r_() 按行叠加两个矩阵 

◄ numpy.ravel() 将矩阵扁平化 

◄ seaborn.scatterplot() 绘制散点图 

◄ sklearn.datasets.load_iris() 加载鸢尾花数据集 

◄ sklearn.discriminant_analysis.LinearDiscriminantAnalysis 线性判别分析函数 

◄ sklearn.discriminant_analysis.QuadraticDiscriminantAnalysis 二次判别分析函数 
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10.1 又见高斯 

本章介绍高斯判别分析 (Gaussian Discriminant Analysis, GDA)。高斯判别分析中，似然概率采用高

斯多元分布估计，这便是其名称的由来。GDA 是一种监督学习算法，用于分类和判别问题。它基于假

设，即每个类别的数据都服从高斯分布。 

具体来说，对于每个类别，GDA 通过估计该类别的均值和协方差矩阵来建模该类别的高斯分布。在

训练过程中，算法学习这些参数，并使用它们来计算给定输入数据点属于哪个类别的后验概率。在测试

时，算法使用这些后验概率来进行分类。 

 

原理 

图 1所示为高斯判别分析的原理，大家可能已经发现六幅子图椭圆等高线呈现不同形态，这代表着

高斯多元分布展现不同特点。 

此外，图中决策边界包含一次函数和圆锥曲线。相信图 1各种细节已经引起了大家好奇心，本章将

为大家一一解密。 

 

 

图 1. 高斯判别分析原理 

 

分类 

高斯判别分析，又细分为线性判别分析 (Linear Discriminant Analysis, LDA) 和二次判别分析 

(Quadratic Discriminant Analysis, QDA)。 

高斯判别分析算法得到的决策边界有解析解。从它们各自的名字上就可以看出，LDA 和 QDA 决策

边界分别为线性式和二次式。 
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此外，二次判别分析 QDA 和上一章介绍的高斯朴素贝叶斯 (Gaussian Naïve Bayes) 有着紧密关系。

高斯判别分析分类算法和本书后续介绍的高斯混合模型 (Gaussian Mixture Model, GMM) 也有千丝万缕的

联系。 

 

优化问题 

高斯判别分析优化目标如下，预测分类 (predicted classification) ŷ 可以通过下式求得： 

 ( ) ( )
1

ˆ arg min
m

k m k

K

Y
kC

f C c Cy C
=

=  χ
x  (1) 

其中，K 为类别数量，m 和 k 均为类别序数——1, 2, …, K。 

( )kY
f C

χ
x 为任意一点 x 被预测分类为 Ck类的后验概率 (posterior)。 

c(Cm | Ck) 为惩罚因子，代表 x 正确分类为 Ck，但被预测分类为 Cm对应的代价，具体计算如下： 

 ( )
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 (2) 

m ≠ k 时，也就是当某一点真实类别为 Ck，但是却被错误地分类为 Cm时，c(Cm | Ck) = 1。而当分类

正确时，即 m = k，c(Cm | Ck) = 0。 

(1) 中蕴含着高斯判别分析重要的思路——最小化错误分类。这个思路和朴素贝叶斯恰好相反。 

 

计算后验概率 

根据贝叶斯定理 (Bayes theorem)，后验概率 ( )kY
f C

χ
x  可以通过下式计算获得： 
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证据因子 ( )f
χ

x 可以通过下式求得： 

 ( ) ( ) ( )

PLikeli ohoo

1

ri rd
K

k Y kY
k

f f C p C
=

=χ χ
x x  (4) 

和本书之前介绍的朴素贝叶斯一样，证据因子 ( )f
χ

x 也可以不求，后验 ∝ 似然 × 先验： 

 ( ) ( ),

JointPosterior

,k kY Yf CfC 
χ χ

x x  (5) 

证据因子 ( )f
χ

x 相当于对 ( ), , kYf C
χ

x 归一化处理。 

 

引入多元高斯分布 
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高斯判别分析假设，似然概率 ( )kY
f C
χ

x 服从多元高斯分布，因此 ( )kY
f C
χ

x 具体表达式如下： 
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其中，D 为特征数量，x 为列向量，μk为 Ck类数据质心位置，Σk为 Ck类样本协方差矩阵。 

可以说，此处便是高斯判别分析和高斯朴素贝叶斯分道扬镳之处！ 

 

10.2 六类协方差矩阵 

高斯朴素贝叶斯，假设“特征条件独立”。 

然而，高斯判别分析，根据 Σk形态将算法分成六个类别。这六个类别中，有些特征条件独立，有些

特征满足特殊条件。表 1总结了六类高斯判别分析对应的协方差矩阵特点。 

 

表 1. 根据协方差矩阵特点将高斯判别分析问题分成 6 类 

 Σk 特征方差 (Σk对角线元素) Σk特点 似然概率 PDF 等高线 决策边界 

第一类 

相同 

相同 对角阵 

(特征条件独立) 

正圆，形状相同 

直线 第二类 

不限制 

正椭圆，形状相同 

第三类 非对角阵 任意椭圆，形状相同 

第四类 

不同 

相同 对角阵 

(特征条件独立) 

正圆 正圆 

第五类 

不限制 

正椭圆 正圆锥曲线 

第六类 非对角阵 任意椭圆 圆锥曲线 

 

图 2 所示为六大类判别分析高斯分布椭圆形状。 
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图 2. 六大类判别分析高斯分布椭圆形状，K = 2，D = 2 

 

前三类：决策边界为直线 

前三类 (I、II 和 III) GDA 有一个共同特点，假设各个类别协方差矩阵 Σk，完全一致；因此，这三类

的决策边界为直线，因此它们被称作线性判别分析 LDA。这一点，本章后续将展开讲解；这里先给大家

结论，希望读者学完本章回过头来再看一遍。 

◄ 第一类 GDA 的重要特点是，Σk为对角阵 (除主对角线之外元素为 0)，即特征之间“条件独立”。并

且，Σk对角线元素相同，即假设各个特征方差相同。因此，图 2 所示第一类 GDA 中，红色和蓝色

PDF 等高线为正圆，且大小相同。 

◄ 第二类 GDA，Σk为对角阵，特征条件独立；但是，对 Σk对角线元素大小不做限制。如图 2 所示，

红色和蓝色 PDF 等高线为大小相等的正椭圆。 

◄ 第三类 GDA，仅仅假设各个类别协方差矩阵 Σk，完全一致。方差和条件独立不做任何限制。如图 2

所示，红色和蓝色 PDF 等高线为大小相等旋转椭圆。 

 

 

后三类：决策边界为二次曲线 
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后三类 (IV、V 和 VI) GDA，各个类别协方差矩阵 Σk不相同；这三类 GDA 决策边界为二次曲线，

因此被称作二次判别分析 QDA。 

◄ 第四类 GDA，Σk为对角阵，也假设特征之间“条件独立”；同时假设每个类别协方差矩阵 Σk对角线元

素相同，即假设类别内样本数据各个特征方差相同。图 2 所示第四类 GDA 中，红色和蓝色 PDF 等

高线为正圆，但是大小不同。 

◄ 第五类 GDA，Σk为对角阵，特征条件独立；不限制 Σk对角线元素大小；如图 2 所示，红色和蓝色

PDF 等高线为正椭圆，但是大小不同。可以发现，第五类 (V) 对应高斯朴素贝叶斯分类。从几何图

像上解释，高斯朴素贝叶斯中，条件概率曲面等高线为正椭圆。 

◄ 第六类 GDA，对 Σk不做任何限制。如图 2 所示，红色和蓝色 PDF 等高线旋转椭圆，大小不等。 

此外，非监督学习中高斯混合模型 (Gaussian Mixture Model, GMM) 也会使用到本章介绍的协方差矩

阵特点和决策边界关系。 

 

10.3 决策边界解析解 

本节推导决策边界解析解一般形式。 

 

判别函数 

定义 Ck类判别函数 gk(x) 如下： 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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x μ Σ Σ
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 (7) 

判别函数就是联合概率密度函数的自然对数。白话说，这个运算是为了去掉多元高斯分布中的

exp()。 

 

两特征、两分类问题 

为了方便讨论，本章以两个特征 (D = 2) 二分类 (K = 2) 为例。C1和 C2的判别函数分别为： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T 1

1 1 1 1
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2 2
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x μ Σ x

x

μ Σ

x Σ x μ Σ

x
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 (8) 

其中 
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1

2

x

x

 
=  
 

x  (9) 

对于二分类 (K = 2) 问题，高斯判别分析的决策边界取决于如下等式： 

 ( ) ( )1 2g g=x x  (10) 

将 (8) 代入 (10) 并整理得到决策边界对应的解析式： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T1 1

1 1 1 2 2 11 22 2

1
l n

1 1 1
lnn ln

2 2 2 2
l +Y Yp C p C− −  

− = − − − −
 

− −x μ Σ x μ x μ Σ x μ Σ Σ (11) 

容易发现上式为二次式，甚至是一次式。决策边界解析解次数和具体参数，和两个协方差矩阵 (Σ1

和 Σ2) 取值直接相关。而先验概率 pY(C1) 和 pY(C2) 影响常数项。 

 

决策边界形态 

图 3所示为用 Streamlit 搭建的展示高斯判别分析边界的 App。 

Streamlit_Bk7_Ch10_01.py 搭建图 3中 App，请大家自行学习。 

图 4所示为各种高斯判别分析 QDA 二分类常见决策边界形态。观察图 4可以发现，决策边界可以是

直线、正圆、椭圆、抛物线、双曲线，以及各种蜕化二次曲线。下一节开始讲逐个讲解各类 QDA。 

 

 

图 3. 展示高斯判别分析边界的 App，Streamlit 搭建  |  Streamlit_Bk7_Ch10_01.py 
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图 4.判别分析常见决策边界 

 

10.4 第一类 

第一类高斯判别分析，假设数据特征条件独立。协方差矩阵 Σk为对角阵，即相关系数为 0，且假设

Σk对角元素相同，即特征方差相同。 

 

两特征、两分类 

如下例 (K = 2 且 D = 2)： 

 
2

2 2

1 2 2

1 00

0 10


 



   
= = = =   

  
Σ Σ I  (12) 

两个协方差矩阵 (Σ1和 Σ2) 的逆矩阵如下： 
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 1 1

1 2 2 2

1 01

0 1 

− −  
= = = 

 

I
Σ Σ  (13) 

将 (13) 代入 (11) 得到： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

T T

1 1 2 22 2

T

2

T 2

1 1

1 2

2 2 1

1

n

1

2 2
ln ln

ln l2

Y Y

Y Y

p C p C

p C p C

 



− − − −

− −

− = −

 − = −− −

I I
x μ x μ x μ x μ

x μ x μ x μ x μ

 (14) 

 

决策边界 

整理得到的决策边界解析解如下： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )T

1 2

T 2 T

2 1 2 2 1 1ln ln 0
1

2
Y Yp C p C

 
− − −+ =
 

− μ μ x μ μ μ μ  (15) 

回忆《矩阵力量》介绍的空间直线矩阵运算表达式： 

 T 0b+ =w x  (16) 

w 为该直线法向量，也是梯度向量。比较 (15) 和 (16) 可以得到直线参数： 

 

( )

( ) ( )( ) ( )11

2

2

2 1

T T

2 2 1

1
ln ln

2
Y Ypb C p C

 =

  

− − +  
 

−


= −

w μ μ

μ μ μ μ
 (17) 

 

先验概率 

特别的，当 pY(C1) = pY(C2)，且 µ1 ≠ µ2 时，代入 (15) 可以得到： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T

2 1 2 2 1 1

T T

2 1 2 1 2 1

T

2 1 2 1

0

0

0

1

2

1

2

1

2

− −− =

 − =

 
 − = 



+



− −

− +

μ μ x μ μ μ μ

μ μ x μ μ μ μ

μ μ x μ μ

 (18) 

特别提醒读者的是，式 (18) 中 (µ2 − µ1)T 不能消去。 

当 pY(C1) = pY(C2) 时，观察 (18) 可以发现，决策边界直线通过 µ1和 µ2两点中点 (µ2 + µ1)/2，并垂直

于两点连线，对应 (µ2 − µ1) 向量。也就是说，决策边界为 C1和 C2类质心 µ1和 µ2中垂线。 

再次注意，因为 pY(C1) = pY(C2)，所以决策边界距离 C1和 C2两类样本数据质心 (µ1和 µ2) 等距。给

大家提一个小问题，如果 pY(C1) > pY(C2)，决策边界更靠近 C1，还是 C2？ 

 

举个例子 

采用如下具体数值讨论第一类高斯判别分析： 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2

2 2 1 0
,    ,    0.6,    0.4,    

0 0 0 1
Y Yp pC C

−     
= = = = = =     
     

μ μ Σ Σ  (19) 
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图 5直接比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面高度，任意一点 x，如果 fY,χ(C1, x) > fY,χ(C2, x)，则该点分类

可以被判定为 C1；反之，fY,χ(C1, x) < fY,χ(C2, x)，则该点分类可以被判定为 C2。fY,χ(C1, x) = fY,χ(C2, x) 处便

是决策边界。 
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图 5. 第一类高斯判别分析，比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面，Σ1 = Σ2 = [1 0; 0 1]，pY(C1) = 0.6，pY(C2) = 0.4 

 

平面等高线更方便探讨高斯分布形状和决策边界。图 6 (a) 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 两个曲面等高

线；两个曲面交线便是决策边界 (图 6 (a) 中深蓝色线)。pY(C1) 大于 pY(C2)，因此 C1类数据的影响更大，

决策边界便远离质心 µ1；也就是说 C1“势力”更大。 

观察图 6 (a) 等高线，发现 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 同心圆大小不同。再次，注意图 6 (a) 等高线为联合

概率密度函数，而图 2为似然概率。 

由于每一类数据在每个特征上方差相同，且条件独立；因此 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 等高线为正圆。 

图 6 (b) 比较后验概率 fY|χ(C1 | x) 和 fY|χ(C2 | x) 曲面。由于图 6 所示为二分类问题，因此只要 fY|χ(C1 | 

x) > 0.5，则可判定 x 分类为 C1。 
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图 6. 第一类高斯判别分析，Σ1 = Σ2 = [1 0; 0 1]，pY(C1) = 0.6，pY(C2) = 0.4 
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10.5 第二类 

第二类高斯判别分析，Σk相等且为对角阵 (协方差矩阵除主对角线外，其他元素为 0，即特征条件

独立)；但是，主对角线元素不相等。 

 

两特征、两分类 

对于 D = 2，K = 2 的情况，Σ1 和 Σ2可以写成如下形式： 

 
2

1

1 2 2

2

0

0





 
= =  

 
Σ Σ  (20) 

其中，σ1 ≠ σ2。 

由于 Σ1 和 Σ2相等，代入 (11)，可以发现二次项消去；因此，确定第二类高斯判别分析的决策边

界也是直线。 

 

举个例子 

下面，举个例子分析第二类高斯判别： 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1 1 0
,    ,    0.4,    0.6,    

1 1 0 2
Y Yp C Cp

−     
= = = = = =     

−     
μ μ Σ Σ  (21) 

图 7 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面，这两个曲面的交线为决策边界；pY(C2) > pY(C1)，fY,χ(C2, x) 曲

面高度高于 fY,χ(C1, x)。 

观察图 8 (a)，发现 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面等高线为形状相似正椭圆。图 8 (b) 所示为 fY|χ(C1 | x) 和 

fY|χ(C2 | x) 后验概率曲面，以及两个曲面交线，即决策边界。 
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图 7. 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面；第二类高斯判别分析，Σ1 = Σ2 = [1 0; 0 2]，pY(C1) = 0.4，pY(C2) = 0.6 
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图 8. 第二类高斯判别分析，Σ1 = Σ2 = [1 0; 0 2]，pY(C1) = 0.4，pY(C2) = 0.6 

 

10.6 第三类 

第三类高斯判别分析特点是，仅假设类别协方差矩阵 Σk完全一致；方差和条件独立不做任何限制。 

 

举个例子 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1 1 0.8
,    ,    0.5,    0.5,    

1 1 0.8 2
Y Yp CpC

−     
= = = = = =     

−     
μ μ Σ Σ  (22) 

图 9 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x)。根据 Σ1 = Σ2这个条件，可以判定决策边界为直线。由于假设 pY(C1) 

= pY(C2)，fY,χ(C1, x) 曲面和 fY,χ(C2, x) 高度相等。 
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图 9. 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面；第三类高斯判别分析，Σ1 = Σ2 = [1 0.8; 0.8 2]，pY(C1) = 0.5，pY(C2) = 0.5 
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观察图 10 (a) 可以发现，fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 等高线为旋转椭圆，这是因为 Σ1和 Σ2两个矩阵协方差

不为 0。图 10 (b) 所示为 fY|χ(C1 | x) 和 fY|χ(C2 | x) 两个后验概率曲面，以及决策边界。 
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图 10. 第三类高斯判别分析，Σ1 = Σ2 = [1 0.8; 0.8 2]，pY(C1) = 0.5，pY(C2) = 0.5 

 

10.7 第四类 

第四类高斯判别分析，Σk为对角阵 (除主对角线之外元素为 0)，即类别内特征“条件独立”；并且，Σk

各自对角线元素相同。不同于第一类，第四类不同类别 Σk不同。 

举个例子 

给定如下条件： 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1 1 0 3 0
,    ,    0.3,    0.7,    ,    

1 1 0 1 0 3
Y YC Cp p

−       
= = = = = =       

−       
μ μ Σ Σ  (23) 

图 11 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面。投影在 x1x2平面上，第四类高斯判别分析的决策边界为正

圆，如图 12 (a) 所示。图 12 (b) 比较两个后验曲面高度。 
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图 11. 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面；第四类高斯判别分析，Σ1 = [1 0; 0 1], Σ2 = [3 0; 0 3]，pY(C1) = 0.3，pY(C2) = 0.7 
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图 12. 第四类高斯判别分析，Σ1 = [1 0; 0 1], Σ2 = [3 0; 0 3]，pY(C1) = 0.3，pY(C2) = 0.7 

10.8 第五类 

第五类高斯判别分析，不同类别 Σk不同；Σk为对角阵，类别内特征条件独立。但是，第五类高斯判

别分析对 Σk对角线元素大小不做限制。 

再次请大家注意，第五类高斯判别分析对应高斯朴素贝叶斯分类。大家可以自己推导第五类高斯判

别分析决策边界一般式。 

举个例子 

下面举个例子方便可视化： 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1 1 0 4 0
,    ,    0.4,    0.6,    ,    

1 1 0 3 0 2
Y YC Cp p

−       
= = = = = =       

−       
μ μ Σ Σ  (24) 

由于 Σ1 和 Σ2均为对角阵，决策边界解析式中没有 x1x2项。因此，决策边界为正圆锥曲线，如图 13

所示。图 14 (a) 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面等高线；图 14 (b) 比较后验曲面等高线。 
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图 13. 比较 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 曲面；第五类高斯判别分析，Σ1 = [1 0; 0 3], Σ2 = [4 0; 0 2]，pY(C1) = 0.4，pY(C2) = 0.6 
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图 14. 第五类高斯判别分析，Σ1 = [1 0; 0 1], Σ2 = [3 0; 0 3]，pY(C1) = 0.4，pY(C2) = 0.6 

 

10.9 第六类 

第六类高斯判别分析对 Σk不做任何限制。后验概率 PDF 等高线为任意椭圆。第六类高斯判别分析

的决策边界可以是单条直线、平行直线、椭圆、双曲线、蜕化双曲线、抛物线等等。下面看几个例子。 

 

椭圆 

如下参数条件得到的决策边界为椭圆： 

 
( )

( )

1

1 2 1 2

2

0.21 1 1 0.6 3 1.8
,    ,    ,   ,    

1 1 0.6 1 1.8 30.8

Y

Y

p

p

C

C

=−       
= = = =       

− =       

μ μ Σ Σ  (25) 

如图 15所示，(25) 对应决策边界为椭圆。 
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图 15. 决策边界为椭圆 

 

双曲线 

下例给出的参数条件得到双曲线决策边界，如图 16所示： 

 
( )
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1
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−=       

μ μ Σ Σ  (26) 

有了以上铺垫，本章最后介绍线性判别分析和二次判别分析。 
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图 16. 决策边界为双曲线 

 

10.10 线性和二次判别分析 

线性判别分析 (Linear Discriminant Analysis, LDA) 是一种监督学习算法，用于分类和降维问题。它

基于假设，即每个类别的数据都满足高斯分布，并且不同类别之间的协方差矩阵相等。具体来说，LDA
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通过寻找一个投影方向，可以将数据从高维空间投影到低维空间，并最大程度地保留不同类别之间的差

异，同时最小化同一类别内部的方差。 

这个投影方向可以被认为是一条线，称为“判别线”，可以用于分类或降维。在训练过程中，算法学

习这个判别线，并使用它来计算给定输入数据点属于哪个类别的后验概率。LDA 是 GDA 的一种特殊形

式。 

 

投影 

本节先以“降维”这种思路讨论线性判别分析。 

如图 17所示，采用高斯分布描述 fY,χ(C1, x) 和 fY,χ(C2, x) 这两个联合概率。四个参数刻画 fY,χ(C1, x) 和

fY,χ(C2, x) —— (1) C1质心位置 μ1；(2) C2质心位置 μ2；(3) C1形状 Σ1；(4) C2形状 Σ2。 

决策边界的解析式为： 

 T 0b+ =w x  (27) 

其中，w 为直线梯度向量，且为单位矩阵。 

C1质心位置 μ1和 C2质心位置 μ2沿着决策边界方向投影，也就是向 w 投影，可以得到： 

 T T

1_ 1 2 _ 2,     = =
w w

w μ w μ  (28) 

Σ1和 Σ2向 w 向量方向投影，得到： 

 
2 T 2 T

1_ 1 2 _ 2,     = =
w w

w Σ w w Σ w  (29) 
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µ2_w

µ1_w

 

图 17. 从投影角度解释线性判别分析，两个子图中 w 代表不同方向 

 

比较图 17两个子图，可以发现图 17 (b) 的分类效果更好。线性判别分析相当于样本数据投影后，最

大化类间差异 (µ1_w – µ2_w)，且最小化类内差异 (
2 2

1_ 2 _ +
w w )。 

 

目标函数 

从投影角度，线性判别分析的目标函数为： 

 
( )1_ 2 _

2 2

1_

2

2 _

arg max
 

 

−

+

w w

w ww

 (30) 

将 (28) 和 (29) 代入 (30)，得到： 

 
( )( )

( )

TT

1 2 1 2

T

1 2

arg max
− −

+w

w μ μ μ μ w

w Σ Σ w
 (31) 

(31) 分子描述的是类间距离，分母描述的是类内聚集程度。看到这个式子，大家是否眼前一亮？ 

《矩阵力量》从瑞利商、特征值分解、拉格朗日乘子法几个不同角度讲解过上式，建议大家回

顾。 
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分类器函数 

sklearn.discriminant_analysis.LinearDiscriminantAnalysis 为线性判别分析函

数。这个函数采用本章第三类 GDA，即仅仅假设各个类别协方差矩阵 Σk完全一致；方差和条件独立不

做任何限制。 

sklearn.discriminant_analysis.QuadraticDiscriminantAnalysis 为二次判别分析

算法函数。这个函数采用本章介绍的第六类 GDA，对 Σk不做任何限制。 

图 18和图 19分别展示采用线性判别分析 LDA 和二次判别分析 QDA 分类鸢尾花结果。简单来说，二

次判别分析是一种监督学习算法，用于分类问题。它基于假设，即每个类别的数据都满足二次高斯分

布，即每个类别的协方差矩阵都不相等。具体来说，QDA 通过估计每个类别的均值和协方差矩阵来建

模该类别的二次高斯分布。 
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图 18. 线性判别分析分类鸢尾花 
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图 19. 二次判别分析分类鸢尾花 

 

代码 Bk7_Ch10_02.ipynb 利用判别分析分类器分类鸢尾花数据，并绘制图 18和图 19。代码 1是完成

线性判别分析的部分核心代码，请大家阅读注释并自行学习。 

 

from sklearn.discriminant_analysis import LinearDiscriminantAnalysis
from sklearn import datasets

# 导入鸢尾花数据
iris = datasets.load_iris()
X = iris.data[:, 0:2]
y = iris.target

# 线性判别分析模型
lda = LinearDiscriminantAnalysis()

# 拟合数据
lda.fit(X, y)

# 查询点
q = np.c_[xx1.ravel(), xx2.ravel()]

# 预测
y_predict_LDA = lda.predict(q)
y_predict_LDA = y_predict_LDA.reshape(xx1.shape)

a

b

c

d

 

代码 1. 线性判别分析  |  Bk7_Ch10_02.ipynb 
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高斯判别分析 GDA，一次判别分析 LDA、二次判别分析 QDA 是常见的监督学习算法，用于分类和

判别问题。它们都基于不同的假设和数学模型。LDA、QDA 相当于 GDA 的特殊形式。 

GDA 假设每个类别的数据都服从高斯分布，然后估计每个类别的均值和协方差矩阵来建模高斯分

布，最后使用这些参数计算后验概率进行分类。 

LDA 假设每个类别的数据都满足高斯分布，并且不同类别之间的协方差矩阵相等。然后，它寻找一

个投影方向，可以将数据从高维空间投影到低维空间，并最大程度地保留不同类别之间的差异，同时最

小化同一类别内部的方差。 

QDA 假设每个类别的数据都满足二次高斯分布，即每个类别的协方差矩阵都不相等。然后，它估计

每个类别的均值和协方差矩阵，最后使用这些参数计算后验概率进行分类。 

 

建议大家研究下面这个官方示例。示例代码生成随机数，进行 LDA 和 QDA 分析，并绘制旋转椭圆

来表达数据的协方差矩阵形状。 

https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/classification/plot_lda_qda.html 

 


