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7 
Gaussian Process 

高斯过程 
多元高斯分布的条件概率，协方差矩阵为核函数 

 

 

生命就像一个永恒的春天，穿着崭新而绚丽的衣服站在我面前。 

Life stands before me like an eternal spring with new and brilliant clothes. 

—— 卡尔·弗里德里希·高斯 (Carl Friedrich Gauss)  |  德国数学家、物理学家、天文学家  |  1777 ~ 1855 

 

 

◄ sklearn.gaussian_process.GaussianProcessRegressor() 高斯过程回归函数 

◄ sklearn.gaussian_process.kernels.RBF() 高斯过程高斯核函数 

◄ sklearn.gaussian_process.GaussianProcessClassifier() 高斯过程分类函数 
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7.1 高斯过程原理 

高斯过程 (Gaussian Process, GP) 既可以用来回归，又可以用来分类。《数据有道》介绍过，高斯过

程是一种概率模型，用于建模连续函数或实数值变量的概率分布。在高斯过程中，任意一组数据点都可

以被视为多元高斯分布的样本，该分布的均值和协方差矩阵由先验信息和数据点间的相似度计算而得。

通过高斯过程，可以对函数进行预测并对其不确定性进行量化，这使得其在机器学习、优化和贝叶斯推

断等领域中被广泛应用。 

在使用高斯过程进行预测时，通常使用条件高斯分布来表示先验和后验分布。通过先验分布和数据

点的观测，可以计算后验分布，并通过该分布来预测新数据点的值。在高斯过程中，核函数起着重要的

作用，它定义了数据点间的相似性，不同的核函数也适用于不同的应用场景。一些常见的核函数包括线

性核、多项式核、高斯核、周期核等。 

《数据有道》专门介绍过高斯过程中常见核函数的特征，以及核函数的叠加。 

 

Prior
Bayes 

theorem
Posterior

Data

 

图 1. 高斯过程算法中贝叶斯定理的作用 

 

高斯过程具有许多优点，如对噪声和异常值具有鲁棒性、能够对预测结果的不确定性进行量化、对

于小样本也能够进行有效的预测等。然而，高斯过程的计算复杂度较高，通常需要通过一些技巧来提高

其效率。 

想要理解高斯过程，必须对多元高斯分布、条件概率、协方差矩阵、贝叶斯推断等数学工具烂熟于

心。《数据有道》详细讲过高斯过程原理，下面简要回顾一下。 

《统计至简》第 11 章讲解多元高斯分布，第 12 章将讲解条件高斯分布，第 13 章介绍协方差

矩阵，第 20、21 两章介绍贝叶斯推断，建议大家回顾。 
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先验 

x2为一系列需要预测的点，y2 = GP(x2) 对应高斯过程预测结果。 

高斯过程的先验为： 

 ( )2 2 22,Ny μ K  (1) 

其中，
2μ 为高斯过程的均值，

22K 为协方差矩阵。之所以写成
22K 这种形式，是因为高斯过程的协方差

矩阵通过核函数定义。 

本章主要利用高斯核 (Gaussian kernel)，也叫径向基核 RBF。 

在 Scikit-learn 中，高斯核的定义为： 

 ( )
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当输入为多元的情况，上式分子为向量差的欧氏距离平方，即
2

2i j−x x 。图 2所示为 l = 1 时，先验

协方差矩阵的热图。为了保证形式上和协方差矩阵一致，图 2纵轴上下调转。 
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图 2. 高斯过程的先验协方差矩阵，高斯核 

图 3所示为参数 l 对先验协方差矩阵的影响。 

 

(a) l = 1 (b) l = 2 (c) l = 4

 

图 3. 先验协方差矩阵随着参数 l 变化，高斯核 
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很多其他文献上中高斯核定义为： 
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其中，σ2决定了先验协方差矩阵中方差大小。本章采用 Scikit-learn 中高斯核的定义，即 (2)。 

注意，高斯过程可以选择的核函数有很多，高斯核较为常见。此外，不同核函数还可以叠加组

合。 

图 4所示每一条代表一个根据当前先验均值、先验协方差的函数采样。打个比方，在没有引入数据

之前，图 4的曲线可以看成是一捆没有扎紧的丝带，随着微风飘动。 

图 4中的红线为高斯过程的先验均值，本章假设均值为 0。 

《统计至简》第 9 章介绍过“68-95-99.7 法则”，图 4中±2σ对应约 95%。即约 95%样本位于距平均值

正负 2 个标准差之内。 
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图 4. 高斯过程先验分布的采样函数，高斯核，σ = 1 

 

样本 

观测到的样本数据定义为为 (x1, y1)。图 5给出两个样本点，它们相当于扎紧丝带的两个节点。 
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图 5. 给定样本数据 {(−4, −2), (3, 1)} 
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联合分布 

假设样本数据 y1和预测值 y2服从联合高斯分布： 

 
1 1 11 12

2 2 21 22

,N
      
      

      

y μ K K

y μ K K
 (4) 

简单来说，高斯过程对应的分布可以看成是无限多个随机变量的联合分布。图 6中的协方差矩阵来

自 [x1, x2] 的核函数。 
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图 6. 样本数据 y1和预测值 y2 服从联合高斯分布 

 

后验 

利用贝叶斯定理，我们可以整合先验分布和样本数据获得后验分布为： 

 ( ) ( )1 1

2 1 21 11 1 1 2 22 21 11 12

Covariance matrixExpectation

| ,f N − −

 
 − + −
 
 

y y K K y μ μ K K K K  (5) 

图 7 所示为引入样本数据 {(−4, −2), (3, 1)} 后，后验协方差矩阵的热图。 
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图 7. 高斯过程的后验协方差矩阵，高斯核 

图 8所示为后验分布采样去洗，样本点位置上丝带被锁紧，而其余部分丝带仍然舞动。 

图 8中红色曲线对应后验分布的均值： 

 ( )1

21 11 1 1 2

− − +K K y μ μ  (6) 
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显然，红色曲线通过所有给定样本数据点。 

图 8中带宽对应一系列标准差： 

 ( )( )1

22 21 11 12sqrt diag −−K K K K  (7) 
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图 8. 高斯过程后验分布的采样函数，高斯核 

其他几组情况 

图 9所示为随着样本不断增加，后验概率分布的协方差矩阵热图、高斯过程后验分布采样函数变化

情况。 
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图 9. 样本数据不断增加，后验分布协方差矩阵和采样曲线的变化 
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7.2 解决回归问题 

Scikit-learn 解决回归问题的函数为 sklearn.gaussian_process.GaussianProcessRegressor()。 

图 10 (a) 中蓝色曲线为真实曲线，对应函数为 f(x) = xsin(x)。图 10 (a) 中红色点为样本点，蓝色曲线为

高斯过程回归曲线，浅蓝色宽带为 95%置信区间。 

图 10 (b) 所示为在样本点上加上噪音后的高斯回归结果。 

这个例子中使用的是高斯核函数，对应 sklearn.gaussian_process.kernels.RBF()。请大家调整参数，观

察对回归结果的影响。此外，请大家试着使用其他核函数，并比较回归曲线。 
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图 10. 使用高斯过程完成回归 

 

图 10高斯过程回归参考如下 Scikit-learn 示例，请大家自行学习： 

https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/gaussian_process/plot_gpr_noisy_targets.html 

 

7.3 解决分类问题 

sklearn.gaussian_process.GaussianProcessClassifier() 是 Scikit-learn 中专门用来解决高斯过程分类的函

数。本例利用这函数根据花萼长度、花萼宽度分类鸢尾花。图 11所示为采用高斯过程分类得到的决策边

界。图 12所示为三个后验曲面三维曲面和平面等高线。 

 

https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/gaussian_process/plot_gpr_noisy_targets.html
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图 11. 使用高斯过程完成鸢尾花分类 
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图 12. 后验概率曲面 

 

Bk7_Ch10_01.py 利用高斯过程完成鸢尾花分类，并绘制图 11和图 12。代码 1中关键语句已经注释，

请大家自行学习。 

 



Page 11  |  Chapter 7 高斯过程  |  《机器学习》  |  从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

from sklearn.gaussian_process import GaussianProcessClassifier
# 导入高斯过程分类器模块

from sklearn.gaussian_process.kernels import RBF
# 导入高斯核函数 (径向基RBF)

kernel = 1.0 * RBF([1.0])
# 长度参数为 l = 1, 方差也为1

gpc_rbf_isotropic = GaussianProcessClassifier(kernel=kernel).fit(X, y)
# 创建高斯过程分类器对象，并使用给定的数据X和标签y进行拟合训练

# 这里X是特征数据，y是相应的标签

# 查询点
q = np.c_[xx.ravel(), yy.ravel()];

# 预测分类
Z = gpc_rbf_isotropic.predict(q)

# 规整形状
y_predict = Z.reshape(xx.shape)

# 计算三个不同标签的后验概率值
predict_proba = gpc_rbf_isotropic.predict_proba(
    np.c_[xx.ravel(), yy.ravel()])

# 规整形状
predict_proba = predict_proba.reshape((
    xx.shape[0], xx.shape[1], 3))

a

g

b

c

d

e

f

h

i

 

代码 1. 利用高斯过程完成分类  |  Bk7_Ch10_01.py 

 

 

高斯过程是一种基于概率论的非参数模型，可以用于建模连续函数或实数值变量的概率分布。在高

斯过程中，先验分布通过核函数和一些超参数来定义，数据点的观测可以通过似然函数与先验分布相结

合，计算后验分布。高斯过程中的核函数通常定义了数据点之间的相似性，超参数可以通过最大化似然

或最大化边缘似然来优化。 

在回归问题中，高斯过程可以用于预测连续变量的值，并估计预测值的不确定性。在分类问题中，

高斯过程分类器可以将先验分布定义为高斯分布，通过后验分布进行分类预测。高斯过程的优点包括模

型具有灵活性、能够对预测结果的不确定性进行量化、对噪声和异常值具有鲁棒性等。但高斯过程的计

算复杂度较高，需要进行计算优化和近似方法。 

 


