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21 
Dive into Bayesian Inference 

贝叶斯推断进阶 
属于同类的后验分布与先验分布叫共轭分布 

 

 

生活中没有什么是可怕的，它们只是需要被理解。现在是了解更多的时候了，这样我们就可以减

少恐惧。 

Nothing in life is to be feared, it is only to be understood. Now is the time to understand more, so that 

we may fear less.  

—— 玛丽·居里 (Marie Curie)  |  波兰裔法国籍物理学家、化学家  |  1867 ~ 1934 

 

 

◄ matplotlib.pyplot.axvline() 绘制竖直线 

◄ matplotlib.pyplot.fill_between() 区域填充颜色 

◄ numpy.cumsum() 累加 

◄ scipy.stats.bernoulli.rvs() 满足伯努利分布的随机数 

◄ scipy.stats.beta() Beta 分布 scipy.stats.beta() Beta 分布 

◄ scipy.stats.beta.pdf() Beta 分布概率密度函数 

◄ scipy.stats.dirichlet() Dirichlet 分布 

◄ scipy.stats.dirichlet.pdf() Dirichlet 分布概率密度函数 
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21.1 除了鸡兔，农场发现了猪 

 

鸡、兔、猪同笼 

在确定农场走地鸡兔比例时，农夫发现农场还有大量的“走地”猪！ 

为了搞清楚农场鸡、兔、猪比例，农夫决定随机抓 n 只动物。X1、X2 … Xn为每次抓取动物的

结果。Xi的样本空间为 {0, 1, 2}，其中 0 代表鸡，1 代表兔，2 代表猪。和上一章一样，忽略抓取

动物对农场整体动物总体比例的影响。 

下面我们采用和上一章完全一样，以“先验 → 似然 → 后验”的思路来进行贝叶斯推断。 

 

n
 

图 1. 农场有数不清的散养鸡兔猪 

 

先验分布 

在出现样本数据之前，先验分布代表我们对模型参数的既有“知识”，主观“经验”。 

θ1、θ2、θ3分别为农场中鸡、兔、猪的比例，θ1、θ2、θ3的取值范围都是 [0, 1]。鸡兔猪比例

之和为 1，即 θ1、θ2、θ3满足如下等式： 

 1 2 3 1  + + =  (1) 

我们把 θ1、θ2、θ3写成一个向量 θ。 

上一章中，我们采用 Beta 分布作为先验分布。这一章，鸡兔猪问题中 θ ~ Dir(α1, α2, α3)： 
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B(α) 起到“归一化”作用，具体定义为： 
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本书第 7 章提过，Dirichlet 分布也叫狄利克雷分布，它本质上是多元 Beta 分布。或者

说，Beta 分布是特殊的 Dirichlet 分布。 

我们也可以把 Dir(α1, α2, α3) 写成 Dir(α)。 

 

先验分布位置 

通过上一章学习我们知道，对于一个先验分布，常用众数、期望 (均值) 描述它的位置。 

对于 Dir(α)，Xi的众数为：  
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这是先验初始比例所在位置，也是 MAP 的位置。其中， 0

1

K

k
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= 。 

特别地如果 α1 = α2 =… = αK，Xi的众数为： 
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对于 Dir(α)，Xi的期望为： 
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此外，大家可能会想到中位数 (median)，也就是百分位 50-50 的位置。本章马上比较众数、

期望、中位数。 

 

似然分布 

在贝叶斯推断中，我们用似然分布整合样本数据，并描述样本分布。 

注意，似然函数中，样本数据为给定值，而模型参数是变量。也就是说，似然分布本质上

是模型参数的函数。 
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上一章，我们后来用二项分布作为似然分布。本章用多项分布作似然分布。二项分布可

以视作是多项分布的特例。 

n 为抓取动物的总数，随机变量 X1、X2、X3 代表其中鸡、兔、猪数量，x1、x2、x3 代表 X1、

X2、X3的取值。因此，如下等式成立： 

 
1 2 3x x x n+ + =  (7) 

在 ϴ = θ的条件下，(X1, X2, X3) 满足如下多项分布： 
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χ代表 X1、X2、X3构成的向量。 

 

最大似然MLE 

似然函数 ( )| |f χ x θ 取对数，并忽略系数： 

 
1 1 2 2 3 3ln ln lnx x x  + +  (9) 

θ1、θ2、θ3 存在
1 2 3 1  + + = 等式约束。用拉格朗日乘子法，我们可以很容易把含约束优化

问题转化为无约束问题，求得 MLE 的解为： 

 31 2
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忘记拉格朗日乘子法读者，可以回顾《矩阵力量》第 18 章。 

 

后验分布 

后验分布代表“先验 + 数据”融合后对参数的信念。 

由于后验 ∝ 似然 × 先验，后验概率 ( )| |f χ
θ x ： 

 ( ) ( ) ( )| || |f f f  
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想要把 (12) 变成概率密度函数，我们需要一个归一化系数，使得 PDF 在整个定义域上积分为

1。 

很明显，我们需要的就是如下 Beta 函数： 
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由此可知后验分布 ( )| |f χ
θ x 服从 Dir(x1 + α1, x2 + α2, x3 + α3)，可以写成 Dir(x + α)。 

也就是说，在这个鸡兔猪贝叶斯推断问题中，如果先验概率为 Dir(α)，则后验概率为 Dir(x + 

α)。 

 

最大后验MAP 

对于 Dir(x + α)，Xi的众数为：  
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这就是最大后验估计 MAP 的解析解位置所在。 

当 K = 3 时，最大后验 MAP 的位置为： 
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特别地，当 α1 = α2 = α3 = 1 时，最大后验 MAP 的位置为： 

 ix

n
 (16) 

此时，MAP 的解和 MLE 的解相同。 

 

边缘分布 

根据本书第 7 章，先验分布 Dir(α) 的三个边缘分布分别为： 
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后验分布 Dir(x + α) 的三个边缘分布分别为： 
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后验分布的位置 

Dir(x + α) 的三个边缘分布各自的众数分别为： 
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它们的期望值位置为： 
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可见当 n 足够大时，(20) 可以用来近似 (19)。而 (19) 则可以用来近似 (14)，后验分布 MAP 优

化解。 

也就是说，我们可以用三个边缘 Beta 分布的期望 (均值) 来近似后验分布 Dir(x + α) 的 MAP

优化解。特别是在下一章中，大家会看到我们直接用后验边缘 Beta 分布的均值作为 MAP 的优化

解。 

表 1 比较先验、后验分布的众数和期望。 

表 1. 比较先验、后验分布的众数和期望 

分布 类型 统计量 位置 

Dir(α) 先验 众数 (联合 PDF 曲面最大值) 
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比较 Beta 分布的众数、中位数、均值 

本节最后比较 Beta(α, β) 众数、中位数、均值。 
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众数、中位数、均值都可以用来表征 Beta(α, β) 分布的具体位置。实际上，在贝叶斯推断

中，对模型参数有三种不同的点估计 (point estimate)：1) 后验众数，2) 后验中位数，3) 后验均

值。 

图 2 所示为不同 Beta(α, β) 分布众数 (蓝色划线)、中位数 (黑色划线)、均值 (红色划线)。 

为了更好地理解这幅图，请大家回顾本书第 2 章介绍的有关左偏、右偏的内容。 

Beta(α, β) 分布的众数有明显的缺点。我们在本书第 7 章介绍过，当 α 或 β 小于等于 1 时，

Beta(α, β) 的众数可能位于分布的某一端，0 或 1。比如图 2 中，Beta(2, 1) 的众数位于 1，而

Beta(1, 2) 的众数位于 0。这两个众数显然不能合理地表征分布的具体位置。 

此外，下一章中大家会看到通过数值方法得到后验分布的曲线可能有若干局部极大值，这给

MAP 求解增加了麻烦。 

因此，实践中当样本足够大时，我们常用后验边缘分布均值代替后验众数作为 MAP 的结

果。 

此外，后验中位数也是一个不错的选择。对于厚尾的后验分布，后验中位数要好过后验均

值。因为后验均值的位置会受到厚尾影响。但是，对于蒙特卡洛模拟结果，后验中位数需要排

序，计算上更困难。 

特别地，如果后验分布对称，众数、均值、中位数重合。 
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图 2. 比较不同 Beta(α, β) 分布众数、中位数、均值 

 

有了本节理论铺垫，下面我们结合具体实例展开讲解。本章后续三节和上一章最后三节结构

相似，请大家比照阅读。 

 

21.2 走地鸡兔猪：比例完全不确定 

上一章提过，如果我们事先对动物比例值一无所知的话，我们就可以采用一个“不偏不倚”的

先验分布。Dir(1, 1, 1) 显然就满足本节这个要求。这种 Dirichlet 分布又叫 flat (uniform) Dirichlet 

distribution。 
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Dir(1, 1, 1) 分布概率密度值为定值，它代表我们试图保持“客观”，而不是将“主观”先验经验代

入贝叶斯推断中去。图 3 所示为四种三元 Dirichlet 分布的可视化方案，本章将采用第一种，θ1θ2

平面直角坐标系投影。 

 

θ1

θ2
θ1 θ2

θ3

 

图 3. Dirichlet 分布的几种可视化方案，α1 = 1, α2 = 1, α3 = 1 

 

图 4所示为某次采样的结果。图 4 (a) 中，0 代表鸡，1 代表兔，2 代表猪。 

注意，采样结果和先验分布无关。 

图 4 (b) 中，随着样本数量不断增加，三种动物的比例逐渐稳定。仅仅依赖样本数据进行推

断，特别是样本数量足够大时，我们已经可以得知所谓“客观”概率结果。 

利用贝叶斯定理，整合“先验分布 + 样本”，我么可以得到后验分布。图 5 (a) 所示为 Dir(1, 1, 1) 

对应的图像。图 5剩余 8 个不同子图展示随着样本数据 (x1, x2, x3) 不断增加后验分布 Dir(x + α) 的

变化。 

图 6 所示为，n 不断增加，三个后验边缘分布位置逐渐稳定。而后验边缘分布本身变得越发

“细高”，标准差不断减小，这意味着鸡兔猪的比例变得更值得信任。 

图 7 比较三个不同后验边缘分布曲线形状。请大家写出每幅子图中不同后验边缘分布对应的

Beta 分布。 
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图 4. 某次试验的蒙特卡罗模拟结果 
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θ2

(a) Dir(1, 1, 1) (b) Dir(1, 2, 1) (c) Dir(2, 2, 1)

(d) Dir(3, 2, 1) (e) Dir(4, 2, 1) (f) Dir(4, 3, 1)

(g) Dir(7, 4, 2) (h) Dir(54, 35, 14) (i) Dir(116, 66, 21)
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图 5. 九张 Dirichlet 分布，θ1θ2平面直角坐标系，先验分布为 Dir(1, 1, 1) 
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图 6. 某次试验的后验边缘分布山脊图，先验分布为 Dir(1, 1, 1) 
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图 7. 九张不同节点的后验边缘 PDF 曲线快照，先验分布为 Dir(1, 1, 1) 
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21.3 走地鸡兔猪：很可能各 1/3 

如果农夫认为农场的鸡兔猪的比例都是 1/3，我们就需要选用不同于前文的先验分布。这种

情况，先验 Dirichlet 分布三个参数相同。 

如图 8 所示为 α1 = 2, α2 = 2, α3 = 2 时，Dirichlet 分布的四种可视化方案。请大家分别计算

Dir(2, 2, 2) 的众数、均值，并计算其边缘分布的众数、均值。 

 

θ1

θ2
θ1 θ2

θ3

 

图 8. Dirichlet 分布的几种可视化方案，α1 = 2, α2 = 2, α3 = 2 

 

图 9 所示为 4 种不同确信度的先验分布参数设定条件下，Dirichlet 分布等高线和边缘分布曲

线。图中黑色划线代表 Dirichlet 分布众数 (MAP 优化解) 所在位置。蓝色划线为边缘 Beta 分布众

数位置。 
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θ2

(a) Dir(2, 2, 2) (b) Dir(8, 8, 8) 

(c) Dir(16, 16, 16) (d) Dir(64, 64, 64)

 

图 9. 四个不同置信度 

 

下面，我们分两种情况完成本节蒙特卡罗模拟。随机数发生器的结果和上一节图 4 完全一

致。 

 

确信度不高 

确信度不高的情况下，选择 Dir(2, 2, 2) 为先验分布，如图 10 (a) 所示。 

随着样本数据不断整合，图 10 剩余八幅子图所示为后验分布变化。比较图 5 (i)、图 10 (i)，可

以发现样本数量较大时，后验分布受先验分布影响较小。 
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θ2

(a) Dir(2, 2, 2) (b) Dir(2, 3, 2) (c) Dir(3, 3, 2)

(d) Dir(4, 3, 2) (e) Dir(5, 3, 2) (f) Dir(5, 4, 2)

(g) Dir(8, 5, 3) (h) Dir(55, 36, 15) (i) Dir(117, 67, 22)

 

图 10. 九张 Dirichlet分布，θ1θ2平面直角坐标系，先验分布为 Dir(2, 2, 2) 

 

图 10 (g) 代表“先验 Dir(2, 2, 2) + 样本 (x1 = 6, x1 = 3, x1 = 1) → 后验 Dir(8, 5, 3)”。具体过程如图 

11所示。 

 

Bayes 
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Data

PosteriorPrior

Dir(2, 2, 2)
6 × 3 × 1 ×

Dir(8, 5, 3)

 

图 11. 先验 Dir(2, 2, 2) + 样本 → 后验 Dir(8, 5, 3) 

 

图 12所示为后验边缘分布的山脊图。比较图 6、图 12，容易发现当 n 比较小时，后验边缘分布

曲线差异较大；n 增大后，后验边缘分布趋同。 

图 13比较三个不同的后验边缘分布。 
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图 12. 某次试验的后验边缘分布山脊图，先验分布为 Dir(2, 2, 2) 

 



Page 16  |  Chapter 21 贝叶斯推断进阶  |  Book 5《统计至简》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

10

5

0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) n = 0, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0 (b) n = 1, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0 (c) n = 2, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0

(d) n = 3, x1 = 2, x2 = 1, x3 = 0 (e) n = 4, x1 = 3, x2 = 1, x3 = 0 (f) n = 5, x1 = 3, x2 = 2, x3 = 0

(g) n = 10, x1 = 6, x2 = 3, x3 = 1 (h) n = 100, x1 = 53, x2 = 34, x3 = 13 (i) n = 200, x1 = 115, x2 = 65, x3 = 20

6 × 3 × 1 ×

Chicken

Rabbit

Piglet

 
图 13. 九张不同节点的后验边缘 PDF 曲线快照，先验分布为 Dir(2, 2, 2) 

 

确信度很高 

当农夫对 1/3 的比例确信度比较高时，我们可以选择 Dir(8, 8, 8) 作为先验分布。比较图 10 

(a)、图 14 (a)，我们可以发现先验分布变得更加细高，这意味着边缘分布的均方差减小，确信度提

高。 

请大家自行分析图 14剩余子图，并对比图 10。 

图 15 先验分布为 Dir(8, 8, 8) 条件下，后验边缘分布的山脊图。图 16 比较不同后验边缘分

布。请大家自行分析这两图图像。 

 



Page 17  |  Chapter 21 贝叶斯推断进阶  |  Book 5《统计至简》  |  鸢尾花书：从加减乘除到机器学习 

本 PDF 文件为作者草稿，发布目的为方便读者在移动终端学习，终稿内容以清华大学出版社纸质出版物为准。 

版权归清华大学出版社所有，请勿商用，引用请注明出处。 

代码及 PDF 文件下载：https://github.com/Visualize-ML 

本书配套微课视频均发布在 B 站——生姜 DrGinger：https://space.bilibili.com/513194466 

欢迎大家批评指教，本书专属邮箱：jiang.visualize.ml@gmail.com 

θ1

θ2

(a) Dir(8, 8, 8) (b) Dir(8, 9, 8) (c) Dir(9, 9, 8)

(d) Dir(10, 9, 8) (e) Dir(11, 9, 8) (f) Dir(11, 10, 8)

(g) Dir(14, 11, 9) (h) Dir(61, 42, 21) (i) Dir(123, 73, 28)

 

图 14. 九张 Dirichlet分布，θ1θ2平面直角坐标系，先验分布为 Dir(8, 8, 8) 
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图 15. 某次试验的后验边缘分布山脊图，先验分布为 Dir(8, 8, 8) 

(a) n = 0, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0 (b) n = 1, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0 (c) n = 2, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0

(d) n = 3, x1 = 2, x2 = 1, x3 = 0 (e) n = 4, x1 = 3, x2 = 1, x3 = 0 (f) n = 5, x1 = 3, x2 = 2, x3 = 0

(g) n = 10, x1 = 6, x2 = 3, x3 = 1 (h) n = 100, x1 = 53, x2 = 34, x3 = 13 (i) n = 200, x1 = 115, x2 = 65, x3 = 20
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图 16. 九张不同节点的后验边缘 PDF 曲线快照，先验分布为 Dir(8, 8, 8) 

 

 

代码 Bk5_Ch21_01.py 完成本章前文蒙特卡洛模拟和可视化。 

 

21.4 走地鸡兔猪：更一般的情况 

 

不同先验 

上一章提过，如果样本数据足够大，先验对后验的影响微乎其微。如图 17 所示，从完全不同

的先验出发得到的后验结果非常相似。 
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Dir(2, 2, 2) Dir(2, 4, 2) Dir(4, 5, 2) Dir(116, 67, 23) 

Dir(1, 2, 4) Dir(1, 4, 4) Dir(3, 5, 4) Dir(115, 67, 25) 

Dir(4, 1, 2) Dir(4, 3, 2) Dir(6, 4, 2) Dir(118, 66, 23) 

 

图 17. 如果样本数据足够大，先验对后验的影响微乎其微 

 

贝叶斯收缩 

上一章介绍了贝叶斯收缩，本章贝叶斯推断的结果也可以用这个视角来理解。 

Dir(x + α) 的后验边缘分布的期望也可以写成两部分： 
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= ，
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in x
=

= 。 

以本章“鸡兔猪”为例，先验分布为 Dir(α1, α2, α3)，α1/α0 代表动物中鸡的比例，α2/α0 为兔子比

例，α3/α0为猪的比例。 

抽取 n 只动物，其中 x1只鸡、x2只兔、x3只猪，比例分别对应 x1/n、x2/n、x3/n。 

如图 18 所示，后验分布 Dir(α1 + x1, α2 + x2, α3 + x3) 代表“先验 + 数据”融合得到“后验”。 
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图 18. “混合”先验、样本数据 

 

贝叶斯可信区间 

实际上，贝叶斯推断中，我们直接采用后验分布得到模型参数的各种推断，比如点估计、区

间估计等等。最大化后验 MAP 就是点估计的一种。贝叶斯推断中，我们还会遇到可信区间 

(credible interval)。 

贝叶斯推断的可信区间不同于本书第 16 章介绍的置信区间。在频率学派中，模型参数是固定

值，而样本是随机的。因此，样本的置信区间 (confidence interval) 代表参数的真实值落在该区间

内的概率为 1 – α。 

由于贝叶斯学派认为模型参数是一个随机变量，可信区间本身就是随机变量的一个取值范

围。随着样本增多，对参数信心增强，可信区间缩窄。 

总结来说，置信区间是频率学派中的概念，可信区间是贝叶斯学派中的概念。置信区间是通

过对样本数据进行统计分析得出的，而可信区间是通过考虑先验概率和后验概率计算得出的。置

信区间是指真实参数值落在这个区间内的概率，而可信区间是指这个区间内的参数值有一定的可

信度。置信区间的计算方法基于频率学派经典统计学理论，而可信区间的计算方法基于贝叶斯统

计学理论。 

下一章中，大家会发现贝叶斯推断中常用 94%双尾可信区间。图 19 所示为不同 Beta 分布的

94%双尾可信区间，左、右尾分别对应 3%。当概率密度曲线非对称时，我们可以发现区间左右端

点对应的概率密度值一般不同。 
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图 19. 比较 Beta(α, β) 分布 94%双尾可信区间 

 

共轭先验 

选择先验是有技巧的！ 

为了方便运算，在 ( )
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中，选取合适的先验分布 ( )f  能让后验

分布 ( )| |Xf x 和先验分布 ( )f  具有相同的数学形式。 

这就是上一章提到的，如果后验分布与先验分布属于同类，则先验分布与后验分布被称为共

轭分布 (conjugate distribution)，而先验分布被称为似然函数的共轭先验 (conjugate prior)。 
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简单来说，在贝叶斯统计学中，如果我们选择先验分布和似然函数为特定的概率分布，那么

我们可以计算得到一个具有相同函数形式的后验分布，这种性质被称为共轭性，对应的先验分布

和后验分布就被称为共轭先验分布和共轭后验分布。 

使用共轭先验，无需计算积分就可以得到后验的闭式解。我们仅仅需要跟新观察到的样本数

据即可。 

上一章的二项分布、Beta 分布，这一章的多项分布、Dirichlet 分布都是成对共轭分布。其他

常用的成对共轭分布有：泊松分布-Gamma 分布，正态分布-正态分布，几何分布-Gamma 分布。 

 

 

本章把贝叶斯推断的维度从二元提高到了三元。先验分布采用了 Dirichlet 分布，似然分布采

用多项分布，而后验分布还是 Dirichlet 分布。Beta 分布可以视作 Dirichlet 分布的特例。同理，二

项分布可以视作多项分布的特例。 

贝叶斯推断中，后验 ∝ 似然 × 先验，无疑是最重要的关系。这个比例关系足可以确定后验

概率的形状，我们只需要找到一个归一化常数让后验分布在整个域上积分为 1。 

本章还比较了不同 Beta 分布的众数、中位数、均值，以及它们在贝叶斯统计中的适用场合。 

上一章和本章中，我们很“幸运地”避免了复杂积分运算，这是因为我们选用了共轭分布。下

一章将介绍如何用马尔科夫链蒙特卡罗模拟获得后验分布。 

 


