
CHAPTER 1

2019-2020学年微积分（一）（上）期末考试

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. 设 0 < an < 1，且 lim
n→∞

an = 1，则以下数列中无界的是【 】.

A.
{
a2n

}
B.

{
1

an

}
C.

{
tan

πan
2

}
D. {ln an}

2. 已知 f(2) = 3，f ′(2) = 5，则极限 lim
h→0

f2(2 + h)− 9

h
=【 】.

A. 30 B. 10 C. 6 D. 0

3. 设函数 f(x)在闭区间 [a, b]上可导，则以下说法中错误的是【 】.

A. f(x)必在 [a, b]上有界 B. f(x)必在 [a, b]上有连续的导数

C. f(x)必在 [a, b]上连续 D. f(x)必在 [a, b]上可积

4. 曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)一共有【 】条渐近线.

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

5. 设 f(x)二阶可导，且 f ′′(x) < 0，则以下不等式中一定成立的是【 】.

A. f(1) + f(3) > 2f(2) B. f(1) + f(3) < 2f(2)

C. f(1) + f(2) > 2f(3) D. f(1) + f(2) < 2f(3)

6. 微分方程 y′ − y

2x
= 0满足初值条件 y(1) = 2的特解为【 】.

A. 2
√
x B. 1 +

√
x C. 1 + x D.

√
x+ 3

1
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2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. 极限 lim
n→∞

1

n4

(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
= .

8. 设函数 y = x2 − x. 在 x = 2，∆x = 0.01时，微分 dy = .

9. lim
x→0

∫ sin2 x

0

√
3 + t2dt

x2
= .

10. 曲线 y = 1− x4 与 x轴所围成图形的面积为 .

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. 已知当 x → 0时，u = e3x − ax2 − (1 + bx) cosx是与 x3 同阶的无穷小. 求常数 a, b的值.

12. 求 f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 5在区间 [−2, 2]上的最大值与最小值.

13. 求不定积分 I =

∫
e5x

e2x + 1
dx.
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14. 求定积分 I =

∫ π
4

0

x

cos2 x
dx.

15. 判定反常积分
∫ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx的敛散性，若收敛求其值.

16. 求微分方程 y′′ =
sin y
cos3 y

满足初值条件 y(2) = 0，y′(2) = 1的特解.

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. 设函数 f(x) =


ln(1 + x)

x
, x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞),

1, x = 0
，讨论 f ′(x)在点 x = 0处的连续性.
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18. 求曲线 y =
√
x− x

√
x

3
对应于 1 ≤ x ≤ 4弧段的长度.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. 设 n为正整数，求方程 (x+ 1)2n = x2n + 1所有的实根.证明你的结论.

20. 设函数 f(x)在区间 [a, b]上有连续的导数. 证明：

f(x) ≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∫ b

a

|f ′(x)| dx, x ∈ [a, b].



CHAPTER 2

2019-2020学年微积分（一）（上）期末考试参考答案

1 单项选择题 (每小题 3分，共 18分)

1. Solution. C.

当 n → ∞时，an → 1且 0 < an < 1，所以 tan
πan
2

→ +∞，数列
{
tan

πan
2

}
无界.

2. Solution. A.

lim
h→0

f2(2 + h)− 9

h
= lim

h→0

f2(2 + h)− f2(2)

h
= lim

h→0

[f(2 + h)− f(2)] [f(2 + h) + f(2)]

h

= lim
h→0

f(2 + h)− f(2)

h
· lim
h→0

[f(2 + h) + f(2)]

=2f(2)f ′(2) = 30.

3. Solution. B.

f(x)在闭区间 [a, b]上必然有界，可导则说明 f(x)在 [a, b]上连续，必然可积.

但可导不一定有连续的导数，故 B选项错误.

4. Solution. D.

当 x → 0时， lim
x→0

[
1

x
+ ln (1 + ex)

]
= ∞，所以曲线 y =

1

x
+ ln (1 + ex)有竖直渐近线 x = 0.

当 x → +∞时， lim
x→+∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= lim

x→+∞

ln (1 + ex)
x

= 1，

lim
x→+∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)− x

]
= lim

x→+∞
ln

1 + ex

ex
= lim

x→+∞
ln
(
1 + e−x

)
= 0，

所以曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)有斜渐近线 y = x.

当 x → −∞时， lim
x→−∞

1
x + ln (1 + ex)

x
= 0， lim

x→−∞

[
1

x
+ ln (1 + ex)

]
= 0，

所以曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)有水平渐近线 y = 0.

故曲线 y =
1

x
+ ln (1 + ex)的渐近线条数为 3.

5
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5. Solution. B.

f(x)是上凸的，所以
f(1) + f(3)

2
< f(2)，即 f(1) + f(3) < 2f(2).

6. Solution. A.

方程变形为
dy
y

=
dx
2x
，两边积分得 ln y =

1

2
lnx+ lnC，即 y = C

√
x.

将初值条件 y(1) = 2代入上式得 C = 2，所以特解为 y = 2
√
x.

2 填空题 (每小题 4分，共 16分)

7. Solution. 1
4
.

由定积分的定义，

lim
n→∞

1

n4

(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
= lim

n→∞

1

n

(
13

n3
+

23

n3
+ · · ·+ n3

n3

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)3

=

∫ 1

0

x3dx =
1

4
.

8. Solution. 0.03.

dy = y′(2)∆x = (2x− 1)

∣∣∣∣
x=2

∆x = 3∆x = 0.03.

9. Solution.
√
3.

lim
x→0

∫ sin2 x

0

√
3 + t2dt

x2
= lim

x→0

√
3 + sin4 x · 2 sinx cosx

2x

=
√
3 lim
x→0

cosx =
√
3.

10. Solution. 8
5
.

所围成图形的面积 S =

∫ 1

−1

(
1− x4

)
dx =

8

5
.

3 计算题 (每小题 7分，共 42分)

11. Solution. 由 Taylor公式，

u =e3x − ax2 − (1 + bx) cosx

=

(
1 + 3x+

9

2
x2 +

9

2
x3 + o(x3)

)
− ax2 − (1 + bx)

(
1− 1

2
x2 + o(x3)

)
=(3− b)x+ (5− a)x2 +

9 + b

2
x3 + o(x3).

因此必然有 a = 5，b = 3.
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12. Solution. f ′(x) = 3x2 − 6x− 9，令 f ′(x) = 0得到函数在 (−2, 2)内的驻点为 x = −1.

计算 f(−2) = 3，f(−1) = 10，f(2) = −17，所以函数在区间 [−2, 2]上的最大值为 10，最小值为 −17.

13. Solution. 令 u = ex，则 du = exdx，

I =

∫
e4x · ex

(ex)2 + 1
dx =

∫
u4

u2 + 1
du

=

∫ (
u2 − 1 +

1

u2 + 1

)
du

=
u3

3
− u+ arctanu+ C =

e3x

3
− ex + arctan ex + C.

14. Solution.

I =

∫ π
4

0

xd tanx =x tanx
∣∣∣∣π

4

0

−
∫ π

4

0

tanxdx

=
π

4
+ ln | cosx|

∣∣∣∣π
4

0

=
π

4
− 1

2
ln 2.

15. Solution. 令 x = tan t，则 dx = sec2 tdt，∫ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx =

∫ π
4

0

sec2 t
tan t

√
tan2 t+ 1

dt =
∫ π

4

0

csc tdt

=− ln | csc t+ cot t|
∣∣∣∣π

4

0+
= − ln(

√
2 + 1) + lim

t→0+
ln

1 + cos t
sin t

=+∞.

所以反常积分

∫ 1

0

1

x
√
x2 + 1

dx发散.

16. Solution. 令 y′ = p，则 y′′ =
dp
dx

=
dp
dy

· dy
dx

= p
dp
dy
，

微分方程 y′′ =
sin y
cos3 y

变形为 pdp =
sin y
cos3 y

dy.

方程两边积分得
1

2
p2 =

1

2
sec2 y + C1，将初值条件 y(2) = 0，y′(2) = 1代入上式得 C1 = 0，

所以 p = sec y，即
dy
dx

= sec y或 cos ydy = dx.

方程两边积分得 x = sin y + C2，将初值条件 y(2) = 0代入上式得 C2 = 2，

所以特解为 x = sin y + 2或 y = arcsin(x− 2).

4 综合题 (每小题 7分，共 14分)

17. Solution. 当 x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)时，f ′(x) =
x

1+x − ln(1 + x)

x2
=

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
.

当 x = 0时，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

ln(1 + x)− x

x2
= −1

2
.
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又 lim
x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
= lim

x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2
= lim

x→0

1− ln(1 + x)− 1

2x
= −1

2
= f ′(0)，

所以 f ′(x)在点 x = 0处连续.

18. Solution.y′ = 1

2
√
x
−

√
x

2
.

所以 ds =
√

1 + y′2dx =

√
1 +

1

4x
+

x

4
− 1

2
dx =

√(
1

2
√
x
+

√
x

2

)2

dx =
1

2

(
1√
x
+

√
x

)
dx.

故 s =
1

2

∫ 4

1

(
1√
x
+
√
x

)
dx =

1

2

[
2
√
x+

2

3
x

3
2

]4
1

=
1

2

(
4 +

16

3
− 2− 2

3

)
=

10

3
.

5 证明题 (每小题 5分，共 10分)

19. Proof. 显然 x = 0是方程 (x+ 1)2n = x2n + 1的一个实根.

令 f(x) = (x+ 1)2n − x2n − 1，则 f ′(x) = 2n
[
(x+ 1)2n−1 − x2n−1

]
.

由于 t2n−1 是严格单增函数，所以 f ′(x) > 0，f(x)在 (−∞,+∞)上严格单增.

因此方程 (x+ 1)2n = x2n + 1只有唯一实根 x = 0.

20. Solution. 根据积分中值定理，∃ ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

所以

f(x) =f(ξ) + f(x)− f(ξ) ≤ |f(ξ)|+
∣∣∣∣∫ x

ξ

f ′(t)dt
∣∣∣∣

≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ x

ξ

|f ′(t)|dt
∣∣∣∣

≤ 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∫ b

a

|f ′(t)|dt.
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