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多元统计方法是否需要对变量进行加权多元统计方法是否需要对变量进行加权
——以判别分析和聚类分析为例——以判别分析和聚类分析为例

○ 文 / 李子宁

机
器学习是一门新兴的交叉学科，它既包括

一些传统的多元统计方法，如聚类分析、

判别分析、逻辑回归、因子分析等，也包

括一些人工智能方法，如 K 近邻法、决

策树、人工神经网络、支持向量机等。在这些方法中，

也许 K 近邻法是最简单的方法，它的基本思想是以 K

个最近邻居在因变量取值的平均数作为新样品的预测

值。它又派生出基于变量重要性的加权 K 近邻和基于

观测重要性的加权 K 近邻。由于其它统计方法都不涉

及邻居，因此基于观测重要性的加权方法不具有外推性。

那么基于变量重要性的加权方法是否具有外推性呢？或

者说，我们常用的判别分析、聚类分析等需不需要对变

量进行加权呢？文章将对此问题进行理论和实证分析。

一、基于变量重要性加权的基本原理 : 以 K 近邻

法为例

（一）变量重要性的确定方法

变量的重要性可以从三个方面进行考察，一是从

变量本身考察，二是从解释变量与被预测变量的相关

性角度考察，三是从预测误差角度考察 [1]。

从变量自身来考察，变异程度最大的变量重要性

更强，如果一个变量是常数，没有什么变异，则这个

变量对预测是没有意义的。对数值型变量来说，衡量

变异性的常用指标是方差、标准差和变异系数，由于

方差和标准差受计量单位的影响，在衡量变量重要性

时并不适用，通常采用变异系数，即变异系数越大的

变量越重要。对于类别变量，如果各个类别值的取值

比例相当，则这个变量越重要；如果某个类别的取值

比例越大，则这个变量越不重要。以二分类变量为例，

如果两个类别的取值比例均为 0.5，此时这个类别变量

的方差取最大值 0.25；而如果一个类别所占比例为 0.9，

另一个类别所占比例为 0.1，此时这个类别变量的方差

仅为 0.09。

从解释变量与被预测变量的相关性角度来考察，

又可以分成三种情况。第一种情况是解释变量与被预

测变量均为类别变量。衡量类别变量间相关与否的统

计量为卡方统计量，卡方统计量越大，类别变量间的

相关程度就越大，因此卡方越大的变量或 p 值越小的

变量越重要。第二种情况是解释变量与被解释变量均

为连续变量。连续变量相关与否的统计量为相关系数，

相关系数越大，变量间的相关性越强；当然前提是相

关系数必须是显著的，这可以通过 t 统计量进行检验。

第三种情况是解释变量和被预测变量分属不同类别，

具体包括两类：解释变量是类别变量，被预测变量是

连续变量；解释变量是连续变量，被预测变量是类别

变量。无论是两种情况中的哪一种，均采用方差分析

的方法，即计算 F 统计量，F 统计量越大，表明变量

之间相关性越强。

从预测误差角度来考察，通常与建模策略有关。

建模策略有两种，一是 “从一般到具体”建模策略，

二是 “从具体到一般”建模策略。若采用“从一般到

具体”建模策略，首先将全部变量加入模型，然后分

别去掉一个解释变量，建立 K 个 K-1 元模型，在这 K

个 K-1 元模型中，哪个模型的预测误差最大，说明该

模型所不包含的那个变量重要性越大。若采用“从具
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体到一般”建模策略，则可直接比较 K 个一元模型，

哪个模型的拟合程度越好（即误差越小），即说明哪

个变量的重要性越大。一般认为，“从一般到具体”

建模策略更好，因为“从具体到一般”建模策略可能

会造成遗漏变量问题。

（二）变量权重的确定方法

根据变量重要性的确定方法，令第 i 个解释变量

的权重为 w
i
，它是解释变量重要性的函数，可定义为：

FI
iw

i
=———

∑ FI
i

其中 FI
i
为解释变量重要性，从机器学习角度又被

称为特征重要性，它以输入变量对预测误差的影响定义。

假定有 K 个输入变量，x
1
，x

2
，…，x

k
，剔除第 i 个变

量，计算输入变量为 x
1
，x

2
，…，x

i-1
，x

i+1
，…，x

k
下，

K 近邻法的错判概率，记作 e
i
。若第 i 个变量对预测有重

要作用，剔除该变量后的预测误差将比较大。因此第 i 个

                                         1
变量的重要性定义为：FI

i
=e

i
+——。因此不论从哪个

                                                k
角度来考察，变量越重要，在计算距离时其权重越大。

由于 K 近邻法采用欧氏距离测度近邻观测，则加

权的欧氏距离为：

EUCLID(x,y)= √∑ w
i
(x

i
-y

i
)2

（三）使用 K 近邻法进行预测

对于二分类预测问题，如果有超过半数的近邻类

别值为 1，则预测值为 1 类，否则预测值为 0 类。对

于多分类预测问题，预测值为众数。对于回归预测问题，

预测值是 K 个近邻在被预测变量上的平均值。

二、判别分析是否需要对变量进行加权

判别分析是指在已知研究对象分成若干组的情况

下，判断新的样品应归属的组别。在判别分析中，最

直观的判别方法就是距离判别，即计算新样品到各组

的距离，新样品距离哪组最近，就被判为哪一组。

（一）两组距离判别

设组 π
1

和 π
2

的均值分别为 μ
1

和 μ
2
，协方差

矩阵分别为∑
1

和∑
2
，x 是一个新样品，现判断它来

自哪一组。

若不对变量进行加权，计算 x 到两个组的距离

d2(x,π
1
) 和 d2(x,π

2
)，并按如下的判别规则进行判

断 [1]：

   x ∈ π
1      

若 d2(x,π
1
) ≤ d2(x,π

2
)    

                                                                   （1）  
   x ∈ π

2      
若 d2(x,π

1
) > d(x,π

2
) 

1. ∑ 1
= ∑

2
= ∑时的判别。若对变量进行加权，

设 w
i
为第 i 个判别变量的权重，则加权后的判别向

量为 x*=wx，均值向量为 wμ，方差协方差矩阵为

w ∑ w′。

经过加权的平方马氏距离为：

d2(x*,π
1
) =［w(x-μ

1
)］′(w ∑ w′)-1［w(x-μ

1
)］ 

d2(x*,π
2
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2
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2
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其中 w 为对角矩阵：

  w
1

            w
2

                        w=
                     …

                                 w
p

判别规则为：
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1
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2
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将加权的平方马氏距离展开：

d2(x*,π
1
) = (x-μ

1
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1
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由 于 d(x*,π
1
)=d(x,π

1
) ，d(x*,π

2
)=d(x,π

2
)。 所

以在两组距离判别且假定方差阵相等时，对变量加权

并不影响判别分析的结果。

2. ∑
1

≠ ∑
2

时 的 判 别。 若 对 变 量 进 行 加 权， 则

d2(x*,π
1
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2
) 的计算公式为：
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d2(x*,π
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2
) 可以进一步整理为：
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因此在两组距离判别且方差阵不相等时，对变量

加权也不影响判别分析的结果。

（二）多组距离判别

设有 k 个组 π
1
，π

2
，…，π

k
，它们的均值分别

为 μ
1
μ

2
，…，μ

k
，协方差矩阵分别是∑

1
，∑

2
，…，

∑
k
，x 到总体 π

i
的加权平方马氏距离为：

d2(x*,π
i
) =［w(x-μ

i
)］′(w ∑

i
w′)-1［w(x-μ

i
)］

判别规则为：

x ∈ π
i
，若 d2(x*,π

1
) =mind2(x*,π

1
) 

                                               1 ≤ i ≤ k

由于 d2(x*,π
i
) =d2(x,π

i
) ，所以在多组距离判别下，

对变量加权与否不影响判别结果。

{
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三、聚类分析是否需要对变量进行加权

聚类分析是一种无监督学习方法，没有目标变量，

因此聚类分析中一般不采用马氏距离，而采用欧氏距

离。但欧氏距离与各变量的量纲有关，没有考虑变量

间的相关性，也没有考虑各变量方差的不同 [3]。因此

对变量是否加权会影响聚类结果。  

当不对变量进行加权时，两个样品之间的平方欧

氏距离为：

d2(x,y) = (x-y)′(x-y)

当对变量进行加权时，两个样品之间的平方欧氏

距离为：

d2(x*,y*) =［w(x-y)］′［w(x-y)］

通常 d2(x,y) ≠ d(x*,y*)，因此两种情况下的聚类

结果一般不会相同。

若对数据进行标准化，令 xs= ∑   (x-μ)，ys= ∑ 

(y-μ)，显然有 E（xs）=E（ys）=0，V（xs）=V（ys）=I，

则

d2(xs,ys)=［∑   (x-μ)- ∑     (y-μ)］′［∑   (x-μ)- ∑     (y-μ)］

   =(x-y)′∑    ∑    (x-y)

    =(x-y)′∑ -1 (x-y)=d2(x,y)

因此，变量标准化之后的平方欧氏距离等价于标

准化前的平方马氏距离。所以在进行聚类分析时，如

果选择对变量进行标准化，是否对变量进行加权对聚

类分析结果没有影响。

  1--  2
  1--  2

  1--  2
  1--  2

  1--  2
  1--  2

  1--  2
  1--  2

四、实证分析

（一）对加权和不加权情况下判别分析的验证

文章以费希尔判别分析的经典例子来验证对变量

加权与否的影响。费希尔于 1936 年发表的鸢尾花数据

包括 3 种鸢尾花：刚毛鸢尾花、变色鸢尾花和弗吉尼

亚鸢尾花，每种各抽取一个容量为 50 的样本，测量了

花萼长、花萼宽、花瓣长、花瓣宽 4 个变量。

无论采用何种判别方法，都可能会产生误判。误

判比例的计算通常有四种方法，一是直接用样本计算

判别函数，同时计算误判比例，这种方法给出的误判

比例通常较低；二是旁置法，即拿出样本的一部分（通

常为 70%）作为训练样本集构造判别函数，剩余的部

分作为测试样本集计算误判比例；三是十折交叉验证

法，即将样本分成十部分，每次取其中的九部分作为

训练样本集构造判别函数，剩余的一部分作为测试样

本集计算误判比例，十折交叉验证要构造十个判别函

数；四是刀切法，即每次拿出一个观测作为测试样本，

其余的观测作为训练样本集构造判别函数。刀切法避

免了样本数据在构造判别函数的同时又被用来对该判

别函数进行评价，也几乎避免了构造判别函数时样本

信息的损失。

文章采用第一种和第四种计算误判比例的方法。

其中表 1 为未对变量进行加权的距离判别结果，表 2

为按预测误差加权的距离判别结果。
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表 1 和表 2 中，无论直接采用判别函数验证，还

是采用刀切法验证，是否对变量进行加权的结果完全

相同。

（二）对加权和不加权情况下聚类分析的验证

我们仍然使用费希尔的数据，其中编号 1-50 属

刚毛鸢尾花，编号 51-100 属变色鸢尾花，编号 101-

150 属弗吉尼亚鸢尾花。聚类变量为花萼长、花萼宽、

花瓣长、花瓣宽 4 个变量，聚类方法采用组间连接法，

聚类数目为 3 类。当未对变量进行加权时，编号 1-50

仍被分到第一组，编号 51-100 仍被分到第 2 组，但

编 号 100-150 中 只 有 110、112、118、120、122、

127、130、131、135、138、140、144 被分到第三组，

其余 38 个被错分到了第二组。当对变量进行加权时，

前 50 个观测仍被分到第一组，编号 51-99 被分到第二

组，但编号 100 被分到了第三组；编号 101-150 中只

有 14 个被错误分到了第二组。因此对变量进行加权的

聚类分析，其聚类效果好于不对变量进行加权的聚类分

析。另外，在变量加权和不加权两种情况下，如果在聚

类分析时选择对变量进行标准化，则结果完全相同。

五、结论与拓展

从理论和实证分析来看，凡是采用马氏距离的方

法，都不需要对变量进行加权。凡是采用欧氏距离的

方法，如果不对变量进行标准化，则是否加权影响分

析结果；若对变量进行标准化，欧氏距离等同于马氏

距离，是否加权对分析结果没影响。

这一结论可以进一步拓展。比如典型判别，其实

质是二阶段判别，第一阶段降维，第二阶段采用降维

后的主成分进行距离判别。因此典型判别本质上仍是

距离判别，由于距离判别采用马氏距离，是否对变量

进行加权并不影响典型判别的结果。对于 K 近邻法，

如果采用马氏距离，则不需要对变量进行加权，也就

没有所谓的基于变量加权的 K 近邻法；但目前统计软

件都是基于欧氏距离或街区距离，且默认对变量进行

标准化，此时对变量是否加权不影响结果；如果不对

变量进行标准化，则基于变量加权的 K 近邻法和普通

的 K 近邻法在分析结果上是有差异的。

对于因子分析和主成分分析，其基本原理是对方

差矩阵或相关矩阵进行分解。统计软件一般默认基于

相关矩阵进行分析 [4]，此时是否对变量进行加权不影

响结果；但若基于协方差矩阵进行分析，是否对变量

加权会影响分析结果。
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组别
预测类别

1 2 3 Total

原始类别 频数

1 50 0 0 50

2 0 48 2 50

3 0 1 49 50

刀切法验证 频数

1 50 0 0 50

2 0 48 2 50

3 0 1 49 50

表 1     未对变量加权的距离判别结果

组别
预测类别

1 2 3 Total

原始类别 频数

1 50 0 0 50

2 0 48 2 50

3 0 1 49 50

刀切法验证 频数

1 50 0 0 50

2 0 48 2 50

3 0 1 49 50

表 2     对变量加权的距离判别结果


